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RESUMEN

La importancia de la proporcionalidad aritmética, tanto desde
el punto de vista de la matematica escolar, como desde el
punto de vista de su aplicacién practica, es innegable. Esta
importancia queda reflejada en el nimero de trabajos
en el campo de la Matematica Educativa que tienen este topico
como centro de atencion. En este articulo realizamos una revision
historica de algunos de los conceptos principales relacionados
con la proporcionalidad aritmética, como son la razén
y la proporcion. Ademdas de su importancia como estudio
historico, pensamos que las conclusiones a las que conduce
este trabajo pueden resultar de utilidad para mejorar
la ensefianza de las ideas, los conceptos y las técnicas implicadas.

ABSTRACT

The importance of the arithmetical proportion is unquestionable
from two points of view: school mathematics and its practical
application. Its importance is reflected in a series of works
in the Mathematics Education field, which is our main topic. In
this article we show an historical review of some of the main
concepts related to the arithmetical proportion, such as ratio
and proportion. Besides its importance, as an historical study,
we believe that the conclusions that follow this research may be
useful in order to improve the teaching of ideas, concepts and
techniques involved.
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RESUMO

A importancia da proporcionalidade aritmética, tanto do ponto
de vista da matematica escolar como do ponto de vista de
sua aplicagdo pratica, ¢ inegavel. Esta importancia se vé refletida
no nimero de trabalhos no campo da Matematica Educativa que
possuem este topico como centro de atencdo. Neste artigo,
realizamos uma revisao historica de alguns dos conceitos
principais relativos a proporcionalidade aritmética, como a
razdo e a propor¢ao. Além de sua importancia como estudo
histérico, pensamos que as conclusdes as quais este
trabalho conduz podem ser uteis para melhorar o ensino
das ideias, dos conceitos e das técnicas implicadas.

RESUME

L’importance de la proportionnalité arithmétique, du point de vue
des mathématiques scolaires comme de son application pratique,
est indéniable. Cette importance est mise en évidence dans
tous les recherches menées dans le domaine des didactique
des mathématiques ou ce sujet est traité. Dans cet article, on
fait une révision historique sur quelques concepts clés de la
proportionnalité arithmétique, tels que raison et proportion.
Au-dela de son importance du point de vue historique, on
considére que les conclusions de ce rapport peuvent étre utiles
pour améliorer ’enseignement des idées, des concepts et
des tecniques impliquées.

1. INTRODUCCION

El razonamiento proporcional es una importante herramienta matematica.
Multiples fendmenos fisicos y econémicos pueden modelizarse utilizando
los conceptos de razén y proporcion. Muchos son también los problemas cotidianos
que pueden resolverse con técnicas relacionadas con la proporcionalidad. Se trata
ademas de un topico que aparece en los curricula y libros de texto de cualquier
pais desde hace mas de 200 afios. Esta importancia, junto con las dificultades que
muchos alumnos demuestran tener cuando necesitan manejar los conceptos
involucrados (ver Modestou et al., (2008); Valverde y Castro (2009) o Van Dooren
et al., (2004)), hace que la proporcionalidad aritmética reciba gran atencion por

parte de investigadores en Matematica Educativa.
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En este trabajo pretendemos realizar una revision historica sobre algunos
de los principales aspectos conceptuales relacionados con la proporcionalidad
aritmética, a saber, los conceptos de razén y de proporcion. En concreto nos
centraremos en su génesis y en los inicios del posterior proceso de aritmetizacion
que tuvo lugar'. Este estudio, ademas de su importancia puramente académica,
esta motivado también por el interesante uso que puede hacerse de la Historia de
las Matematicas dentro del aula (ver Jankvist, (2009), v. gr.) y, sobre todo, por el
hecho de que las conclusiones a las que conduce (ver la Seccion 4) pueden y deben
resultar de gran utilidad para plantear una revision de los procesos de ensefianza-
aprendizaje de la proporcionalidad (trabajo en curso por parte de los autores).

Como ya se ha comentado, los aspectos principales que pretendemos cubrir
con nuestro trabajo son los siguientes:

1. Analizar detenidamente los primeros intentos de fundamentacion
teorica de la proporcionalidad y, en concreto, de los conceptos de
razon y proporcion. Hemos encontrado muestras de estos intentos en
dos textos provenientes de culturas muy diferentes y, en consecuencia,
sustentados en filosofias y finalidades bien diferentes:

a) Los Elementos de Euclides (s. Il a.n.e.).
b) El comentario de Liu Hui al Jiu zhang suan shu? (s. 111).

2. Presentar el proceso de aritmetizacion sufrido por el concepto de razén
a partir de la Edad Media y que, con el paso del tiempo, ha llevado a que
se priorice su faceta numérica por encima de su significado. Nuevamente
mostraremos dos modos distintos en los que se inicié dicho proceso:

a) En los comentarios de Ommar al-Khayyam a los Elementos (s. XI).

b) En la traduccion de los Elementos por parte de Giovanni Campano
(s. X11I).

Los aspectos anteriores determinan en buena medida la organizacion interna
de este articulo. En la Seccion 2 abordamos el primero de los puntos anteriores.
En la Seccion 3 nos centramos en el segundo de los puntos anteriores. Finalmente,

! Nos centramos, pues, en los primeros capitulos de la historia de la proporcionalidad. Otros

momentos clave de dicha historia, como la influencia de la proporcionalidad en el nacimiento
de la Geometria de Descartes, o los inicios del tratamiento moderno de los conceptos de razén y
proporcion (en los trabajos de Legendre o Lacroix en el s. XIX sobre el paralelismo) quedan fuera
del marco de este trabajo.

2 Los Nueve Capitulos sobre los Procedimientos Matemdticos. En adelante nos referiremos a este
texto como los Nueve Capitulos.
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en la Seccion 4 presentaremos algunas consideraciones importantes que surgen
del estudio realizado y que, pensamos, pueden ser de interés en cuanto al disefio de
secuencias didacticas para la proporcionalidad aritmética.

2. LoS CONCEPTOS DE RAZON Y PROPORCION

Al abordar el estudio del tratamiento que los aspectos puramente conceptuales
relacionados con la proporcionalidad han recibido a lo largo de la historia, surgen
algunas dificultades que, por otra parte, son inherentes a la propia investigacion
historica:

1. Generalmente, el origen de las teorias matematicas suele encontrarse en
la necesidad de resolver problemas practicos concretos. Incluso desde la
rama mas abstracta de la matematica actual puede rastrearse el camino
que lleva a las raices del arbol, hundidas en la tierra. Esto hace que el
modo de manipular los conceptos abstractos esté influido por los usos
practicos que se vayan a dar a esos conceptos.

2. Debemos tener presente la distincion entre historia y herencia (Grattan-
Guinness, 2004) al estudiar un concepto matematico determinado.
No debemos buscar el concepto en la forma en que se concibe hoy en
dia, pues nuestra concepcion actual es diferente de la imperante en el
momento o el lugar en que se escribi6 la obra que se analiza.

El razonamiento proporcional es un recurso que se ha utilizado para

resolver problemas que podriamos llamar cotidianos desde tiempo inmemorial.
Por ejemplo, en el Papiro de Rhind (s. XVII a.n.e.) encontramos, entre otros
muchos problemas, el siguiente*:

3

lemzm.mﬂ/- l 13%= .
.l./ ﬁjﬂ]}ﬂzﬁéw q o % 9L ol
.Ju-—z'! inN)= 2 s.;:}fn. 'z,sm--
ﬁaﬂ suly 2L 401243

Figura 1: Problema 66 del Papiro de Rhind (Chace, 1979, pag. 129).

“Si 10 hekat* de grasa deben durar un afo, jcudnta grasa puede usarse en un dia?”

Se trata del problema 66.Véase Robins y Shute (1987, p. 51).

4 Unidad de volumen aproximadamente igual a 4.8 litros. Robins y Shute (1987, p. 14).
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En ese mismo texto aparecen problemas referentes a intercambios de
mercancias o a repartos proporcionales. También aparecen estos tipos de problemas,
junto con otros muchos, en textos chinos desde el siglo II a.n.e. (Cullen, 2007)
y en textos hindles que, aunque cronologicamente mucho mas tardios, recogen
tradiciones anteriores, como el Lilavati (Patwardan et al., 2001). Es remarcable el
hecho de que las técnicas de resolucion y los algoritmos utilizados son desde
entonces similares a los actuales pese a que surgen en contextos alejados del
paradigma griego (Crespo et al., 2009).

Sin embargo, la busqueda de una base teorica para ese tipo de razonamiento
es, aunque antigua, bastante mas tardia y, sobre todo, menos extendida. En esta
seccion abordamos dos aspectos principalmente:

1. Enprimer lugar, estudiaremos los conceptos clave de ‘razon’ y ‘proporcion’
en los Elementos de Euclides. Este texto recoge de forma sistematica
y, hasta cierto punto, rigurosa, el tratamiento que venian recibiendo
dichos conceptos en la matematica griega, en particular por parte de
Pitagoras y Eudoxo (Fine, 1917).

2. En segundo lugar, analizaremos y comentaremos el intento de
fundamentacion tedrica de los fendmenos asociados a la proporcionalidad
que se encuentra en los Nueve Capitulos, texto cuyo origen e inspiracion
son radicalmente diferentes a los de Euclides.

2.1. Razon y proporcion en los Elementos

La importancia de los Elementos como fuente historica en cualquier aspecto de la
matematica, incluida la proporcionalidad, es indudable. Sin embargo, ha de
tenerse muy en cuenta que este texto nos muestra la teoria ya terminada sin pistas
sobre el como ni mucho menos sobre el porqué. Es decir, aunque los Elementos
resultan de gran utilidad a la hora de conocer el conocimiento tedrico que se poseia
en la época respecto a los conceptos estudiados, no nos proporcionan informacion
alguna sobre los problemas concretos que pudieron dar lugar a dicha teoria.

De los trece libros que conforman la obra de Euclides, son dos los dedicados
a la tematica que nos ocupa: el libro V, dedicado a las magnitudes y el libro VII,
dedicado a la aritmética’.

El primer inconveniente importante del texto es que el concepto ‘razén’ no
estad definido de una forma clara y precisa (Fowler, 1979). En el libro VII este
término apenas aparece mientras que en el libro V todo lo que se dice es que “una
razon es determinada relacion con respecto a su tamarno entre dos magnitudes

5 Si bien en el texto los numeros aparecen representados como segmentos.
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homogéneas” (V, Def. 3) y que “guardan razon entre si las magnitudes que,
al multiplicarse, pueden exceder una a otra” (V, Def. 4). Es decir, tan solo se
indica (Def. 3) que la razon entre dos magnitudes tiene algo que ver (no se especifica
el qué) con su tamafio y que, utilizando lenguaje moderno, se exige la propiedad
arquimedeana® (Def. 4). Lo que parece quedar claro, a la luz de la primera de estas
dos definiciones es que la razén no es, en modo alguno, un niimero. Este caracter
no numérico de las razones en los Elementos esta reforzado por el hecho de que
apenas se da un tratamiento sistematico a las operaciones entre razones’; ademas
nunca se habla de igualdad de razones, sino de “guardar la misma razon” (V, Def.
5) o de “guardar una razén mayor” (V, Def. 7).

Parece cominmente aceptado el hecho de que antes del desarrollo de la
teoria de proporciones de Eudoxo, presentada por Euclides en el libro VII de sus
Elementos, la razon entre dos nimeros® o magnitudes homogéneas venia dada
por un proceso llamado antifairesis o antanairesis®. Este proceso se lleva a cabo
del siguiente modo: dados dos nimeros o magnitudes homogéneas, se resta el
menor al mayor tantas veces como se pueda hasta que quede un resto menor que
el menor de los nimeros de partida. Entonces se repite el proceso tomando como
partida el menor de los numeros iniciales y el resto obtenido; y asi sucesivamente.
Lo importante aqui es el proceso en si y no los nimeros que aparecen durante el
mismo; es decir, llevamos la cuenta solo de las longitudes de las series de restas
que efectuamos antes de cambiar los papeles.

Por ejemplo, veamos como calcular la antifairesis de 14 y 6. Para ello
comenzamos restando 6 a 14 tantas veces como sea posible; en concreto dos
10.
veces!’:

(14,6) = (8,6) =2 (2,6).

Ahora, hemos de intercambiar los papeles del 2 y del 6 y repetimos el
proceso. En este caso podemos realizar cuatro restas:

(6,2) 2> (4,2) > (2,2) 2 (0,2).

6 Es decir, dadas a y b dos cantidades de una misma magnitud, siempre existe un numero natural »
tal que na>b.

7 Tan s6lo se admite la composicion de dos razones de la forma a:b y b:c para obtener a:c. Grattan-
Guinness (1996, pp. 367-368) ve en esto un cierto trasfondo musical reforzado por el paralelismo
entre las ternas nimero-magnitud-razon y aritmética-geometria-musica.

8 Entendidos como ntiimeros sélo los enteros positivos.
° Hoy lo denominamos Algoritmo de Euclides.

10" Empleamos por comodidad una notacion de pares ordenados.
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En este punto el procedimiento termina pues ya hemos llegado a 0. Asi,
puesto que hemos hecho primero dos restas y luego tres, la antifairesis de 14y 6
seria la sucesion (finita) {2,3}.

Desde un punto de vista puramente matematico, puede asignarse del
siguiente modo un significado a la sucesion {2,3} que hemos encontrado
(Fowler, 1979):

E:2+l.
6 3
Asi pues, puesto que
__1+L1’
2+—
2

podemos concluir que la antifairesis de 7 y 5 sera la sucesion {1,2,2}; como de
hecho se comprueba mediante la siguiente serie de restas realizadas mediante el
procedimiento anterior:

(7.5) > (2,5)
(522> (3,22 (12)
2.D)~=> 1L >(0.1)

Esta definicion de razén mediante la antifairesis refuerza claramente el
caracter no numérico del concepto junto con su intima relacion con un proceso
de medida, a la vez que aclara el motivo por el cual sélo se consideran razones
entre magnitudes homogéneas. En el caso de nimeros, ademas, es importante
indicar que el proceso siempre termina en un nimero finito de pasos debido a
la existencia del maximo comun divisor. Sin embargo, al aplicar el proceso
a magnitudes esto no tiene por qué suceder!'!; por ejemplo, si d y / denotan
respectivamente la diagonal y el lado de un cuadrado se tiene':

@)= @d-1)
(,d-) > Ql-d,d-1) = (D, L)

1" S6lo sucedera en el caso de magnitudes conmensurables.

12 Ver el trabajo de Fowler (1979) para una demostracion geométrica.
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y el proceso se repetiria a partir de aqui indefinida, pero peridodicamente,
puesto que D=2[-d y L=d-/ son nuevamente diagonal y lado de un cuadrado®.
En definitiva se tiene que la razon d:/ vendria dada por la sucesion (infinita
y periddica) {1,2,2,..}. Debe resaltarse el hecho de que todas las operaciones
realizadas durante este proceso de antifairesis pueden llevarse a cabo con regla
y compas al estilo de la época. Mas aun, segin Fowler (1980) el Libro II es un
compendio de las herramientas basicas necesarias para profundizar en el estudio
de la antifairesis.

Aunque en trabajos como los de Fowler (1980,1982) o Thorup (1992)
se muestra como esta definicion de razon permite construir toda la teoria de
proporciones del Libro VII, lo cierto es que las dificultades en el manejo™
superan con mucho las potencialidades de la definicion. De este modo la teoria
original quedo relegada al ambito de la aritmética y del Libro V, mientras que
para el caso de magnitudes hubo que idearse una nueva teoria. En concreto
fue Eudoxo'” el que dio con una solucion satisfactoria que paso por dejar
indefinido el concepto de razon y definir inicamente aquello que importaba desde
un punto de vista puramente geométrico; es decir, definir lo que significa ‘guardar
la misma razén’ y ‘guardar una razén mayor’. En concreto “una primera magnitud
guarda la misma razon con una segunda que una tercera con una cuarta, cuando
cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean
iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de
la segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en el orden correspondiente”
(V, Def. 5) y una definicion analoga se da para el caso de ‘guardar una razon
mayor’ en (V, Def. 7). Estas definiciones tienen la virtud de que son validas para
cualquier tipo de magnitudes, conmensurables o inconmensurables, dejando de
lado la necesidad de calcular la sucesion definida por la antifairesis de dichas
magnitudes.

Un aspecto a tener en cuenta respecto del tratamiento de la proporcionalidad
en los Elementos es que se desarrollan dos teorias aparentemente distintas. Una
para numeros y otra para magnitudes. Ello hace que surja la necesidad de probar
resultados similares dos veces. Esto es asi por la forma en la que los griegos

13 Esto ya era conocido en la época. De hecho este seria el estilo de la primera demostracion de
inconmensurabilidad.

14 De hecho, segian Fowler (1979, p. 829), toda una rama del saber de la época, la logistica, estaria
dedicada al estudio de las razones.

15 Véase el trabajo de Filep (2003) para la reconstruccion del posible razonamiento original de
Eudoxo y el de Rusnock y Thagard (1995) para un analisis del proceso de cambio conceptual
que tuvo lugar.
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concebian las magnitudes'e. Para ellos no tenia sentido considerar el producto de
dos magnitudes!” y asi resultados como “si cuatro numeros son proporcionales,
el producto del primero y el cuarto serd igual al del segundo y el tercero” (V1I,
Prop. 19) y “si cuatro rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por
las extremas es igual®™ al rectangulo comprendido por las medias” (V1, Prop.
16) requieren de tratamientos radicalmente diferentes'®. Notese, ademas, que
ambos enunciados se basan en definiciones distintas de la proporcionalidad y
mientras que el primer enunciado se presenta con toda generalidad, el segundo se
circunscribe a un &mbito muy concreto (rectas y rectangulos).

Estos tratamientos se reconciliaran en el Libro X cuando se pruebe que dos
magnitudes son conmensurables si y s6lo si guardan entre si la misma razén que
un nimero con otro numero (X, Prop. 5-8). Sin embargo, no pueden obviarse las
dificultades epistemologicas subyacentes a esta unificacion, puesto que requiere
asumir que los nimeros son magnitudes lo que, como hemos dicho, no esté claro.
De hecho, Heath (1957, pag. 25) apunta que una prueba de que la Proposicion
5 del Libro X carece de rigor es la siguiente: “Euclides debio haber probado
que magnitudes proporcionales en el sentido de la definicion 20 del libro VII,
son también proporcionales en el sentido de la definicion 5 del libro V, o que
la proporcion de numeros se incluye en la proporcion de magnitudes como un
caso particular”. Este problema no se soluciond hasta el siglo XVIII con su
“restauracion” de los Elementos.

Otro aspecto interesante esta relacionado con la necesidad de aplicar
en situaciones practicas concretas todo el aparato teorico desarrollado. La razén
tenia sentido inicamente entre magnitudes homogéneas, mientras el producto
de magnitudes carecia de sentido. Estos dos hechos hacen practicamente
inaplicable la teoria a las situaciones practicas en las que deberia aplicarse,

16" A esto debe afiadirse que en los Elementos los conceptos de ‘niimero’ y de ‘magnitud geométrica’
son completamente diferentes desde un punto de vista logico (Gardies, 1997), pues mientras los
objetos geomeétricos tienen una existencia de primer orden (son predicados de sustancias primeras),
el nimero es considerado directamente como individuo.

17" El producto de dos longitudes no es una superficie, por ejemplo.

18 Se entiende que de igual area.

19" A este respecto, Aristoteles (citado por Gardies, 1988, pag. 19), en sus Analiticos Segundos
afirma: “que los medios de una proporcion conmuten, se ha probado por separado para numeros,
lineas, solidos y el tiempo. Pero como no hay nombre para designar a lo que constituye la unidad
de todas esas cosas [...] y puesto que ellas se presentan bajo formas diferentes, se las trataba de
manera separada. Pero en efecto, esta propiedad se prueba para la generalidad de los casos. Ya
que no es en tanto lineas o numeros que tales cosas tenian la propiedad, sino el hecho del cardcter
general que se suponen tener”.
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que tan profusamente aparecen en los textos orientales, y que evidentemente debian
ser situaciones cotidianas también en la Grecia clasica. Esta imposibilidad de
aplicar rigurosamente la teoria quizas sea una explicacion de por qué no hemos
sido capaces de encontrar textos griegos clasicos sobre, digamos, aritmética
practica mientras que si es posible encontrar aplicaciones al mundo de la Fisica,
como el siguiente texto extraido de la Fisica de Aristoteles (Caveing, 1994):

“Supongamos que A es el moviente, B la cosa movida, C la distancia segun
la cual es movida y T el tiempo en el cual es movida. Entonces, en el tiempo
T una fuerza igual a A hara que algo que es la mitad de B se mueva sobre
el doble de la distancia C, y lo hard mover sobre la distancia C en la mitad del
tiempo T, pues de esta manera se mantendra la proporcion. Y si la fuerza de
A hace mover a B sobre la distancia C en el tiempo T, también hara mover
a B sobre la mitad de C en la mitad del tiempo T, y una fuerza igual a la
mitad de A movera a la mitad de B sobre la distancia C en el tiempo T.”
(VII, 249b31-250a7).

Notese que las razones son siempre entre tiempos o entre distancias y nunca
entre distancias y tiempos; en otras palabras, solo se consideran razones internas
y no externas (Freudenthal, 1983). Como veremos mas adelante, el enfoque chino
sera mucho mas apropiado para las aplicaciones “comerciales”.

2.2. Proporcionalidad en los Nueve Capitulos

Pese a ciertos prejuicios, no es la griega la inica cultura en la que pueden
encontrarse algunos intentos de fundamentacién teérica. Aunque es cierto que
no puede encontrarse un texto puramente teérico como son los Elementos, no
debe creerse que no existiera una preocupacion por la busqueda de métodos
generales o por la justificacion?® de dichos métodos. Asi, aunque algunos analisis
psicolingiiisticos del chino, como los citados por Dauben (1998), dan cuenta de
las dificultades que esta cultura pudiera encontrar al intentar desarrollar un
rigor logico, digamos, “a la griega”; no es menos cierto que en la medida de sus
posibilidades los matematicos?' chinos se preocupaban por algo mas que por la

20 Decimos justificacion y no demostracion por la carga de logica que posee dicha palabra. La
distincion entre justificacion y demostracion es muy fina y, desde luego, la segunda no existe sin
la primera.

2l Aunque no tenga sentido hablar de matematicos (como profesiéon) hasta épocas muy
recientes. Entenderemos que matematico, incluso actualmente, son aquellos que hacen o utilizan
matematicas.
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mera aplicacion de métodos. En este sentido, Cullen (2007, pag. 39) traduce las
palabras de un maestro chino del siglo I de nuestra era:

“La dificultad en cuanto a la comprension del Camino es que, cuando uno
lo ha estudiado, debe preocuparse por aplicarlo ampliamente. Una vez que
ha sido ampliamente aplicado, uno se preocupa de ponerlo en practica.
Cuando ha sido puesto en practica, surge la preocupacion de no ser capaz
de comprenderlo. Asi, métodos similares se estudian comparativamente y
problemas similares son comparativamente considerados. Esto distingue al
estudiante inteligente del estipido y al valioso del que no vale. La capacidad
de clasificar para unificar categorias: esa es la esencia de como el valioso
se dedica a refinar la practica y la comprension.”

Los textos antiguos orientales y los chinos en particular, por mas que
escondan —como ya se ha dicho— una cierta busqueda de métodos generales,
poseen un eminente enfoque practico. Se trata de colecciones de problemas
acompafiados de una solucion numérica o de una mera descripcion del método
de resolucion aplicado a los datos concretos del problema presentado. Esta
presentacion, que choca radicalmente con el paradigma griego (que de hecho
constituye la excepcion en el mundo antiguo) se prolongara mucho en el
tiempo y puede observarse ain su influencia en textos muy posteriores como
el Liber Abaci (Sigler, 2002).

El texto de los Nueve Capitulos no pasaria de ser uno de tales repertorios de
problemas si no fuera por los comentarios con los que un matematico chino del
siglo III [lamado Liu Hui acompaii6 a su edicion del libro. En sus comentarios,
ademas de relacionar unos problemas con otros o de aclarar los métodos del
texto original, también aparecen algunos indicios de lo que, con algunas
reservas, podriamos llamar una cierta fundamentaciéon tedrica. Mas atln,
Chemla (2005, pag. 124) sostiene la tesis de que los comentarios de Lui Hui
“son el testimonio de otro origen [distinto del griego] del concepto de demostracion
matematica’.

Teniendo en cuenta el enfoque de la obra, es natural la aparicion de aspectos
relacionados con la proporcionalidad. El concepto central en el tratamiento que Liu
Hui hace de la proporcionalidad es el de /i**. Liu Hui define /ii como un “conjunto
de numeros correlacionados” y enumera algunas propiedades y operaciones entre
ellas. En concreto: “Las lii pueden convertirse unas en otras. Si hay fracciones

22 La traduccion de este término parece problematica. En el capitulo XIV — en francés — de (Benoit
etal., 1992) se deja sin traducir. En (Kangshen et al., 1999) se traduce al inglés como rate. En (Lam,
1994) la traduccion es proportional value. Nosotros optaremos por no traducir, las traducciones
inglesas dan una idea aproximada de lo que se quiere decir.
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en una lii, ésta puede convertirse en otra en enteros multiplicando por un numero
adecuado. Las lii se pueden simplificar reduciéndolas usando el comiin
denominador” (Kangshen et al., 1999, p. 80).
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Figura 2: Liu Hui.

La interpretacion de este concepto es sencilla. Se dispone de varias
magnitudes directamente proporcionales® y una ii no es mas que un conjunto de
valores de dichas magnitudes. Las propiedades y operaciones descritas se siguen
de la proporcionalidad directa entre las magnitudes consideradas. Kangshen et al.
(1999, p. 81), en este contexto, interpretan la razon entre dos magnitudes como su
[ii cuando una de ellas toma el valor 1. No obstante, no encontramos un analogo a
la definicion euclidea de razon ni a la razon por antifairesis, aunque el proceso de
simplificacion de fracciones descrito en los Nueve Capitulos es idéntico al
Algoritmo de Euclides?. Este concepto de /i, decimos, es fundamental para Liu
Hui y nos permitird comprender el tipo de razonamiento subyacente a la génesis
de la Regla de Tres.

El motivo por el que esta concepcidn de la proporcionalidad se adapta
mejor a las aplicaciones mercantiles salta a la vista. En este contexto, no existe
obstaculo alguno para relacionar directamente dos magnitudes distintas; de hecho,
se consideran simultaneamente pares de magnitudes diferentes. Es mas, esta
forma de enfocar la situacion estd mucho mas cerca de una concepcion funcional
puesto que mientras en el enfoque griego se relacionan por separado cada una
de las magnitudes y después se comparan dichas relaciones, en el chino se
entra directamente a analizar la relacion existente entre ambas magnitudes. Aqui
predomina la idea de razon externa frente a la interna.

23 Laidea de magnitudes directamente proporcionales se da por supuesta en los Nueve Capitulos.

24 De hecho, los Nueve Capitulos es el texto mas antiguo conservado en la actualidad que da un
tratamiento sistematico a las fracciones, entendidas como la pareja de un numerador y un denominador
(Needham, 1995); lo que explica, en parte, el modo en que se maneja la proporcionalidad.
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3. LA ARITMETIZACION DE LAS RAZONES

En esta seccion presentaremos el proceso de aritmetizacion, entendido como la
progresiva identificacion de las razones con entes numéricos que se inicia en
la Edad Media y que llega hasta nuestros dias.

De los dos enfoques posibles que acabamos de presentar y comparar, fue la
potente teoria griega de la proporcionalidad la que permanecio a lo largo de los
siglos, primero en el propio mundo griego y después, adoptada por la cultura
arabe, en la Europa medieval. Sin embargo, pese a su potencia, existian algunos
defectos o inconvenientes en la teoria. Los principales eran:

1. Elconcepto de razén no estaba definido rigurosamente en los Elementos
y la idea de razon por antifairesis no aparece sino insinuada en el
algoritmo de la divisién. También subyace la problematica respecto a la
naturaleza —numérica o no— de dichos entes.

2. Enlos Elementos, Euclides s6lo admite la composicion de dos razones
de la forma a:b y b:c para obtener a:c (lo que llama razén doble, V,
Def. 9) asi como la concatenacion de este tipo de composiciones
(razon triple, etc., V, Def. 10). En algunas traducciones aparece una
definicion interpolada de composicion de dos razones cualesquiera,
que falla para el caso de magnitudes® y que pretende llenar el vacio que
surge ante la Proposicion 23 del Libro VI en que se habla de razén
compuesta sin haber introducido dicho concepto?.

El primero de estos problemas es de caracter puramente teérico y, en
consecuencia, la necesidad de solucionarlo surge tnicamente del deseo de que la
teoria esté completa desde un punto de vista l6gico. La situacion es bien diferente
en lo que respecta al segundo problema. Sabemos (Youschkevitch, 1976) que los
arabes recogieron del mundo oriental diversas técnicas de resolucion de
problemas (Regla de Tres, de Cinco y superiores) que no podian ser justificadas
estrictamente por la teoria griega de las proporciones. Nuestra opinion es que la
necesidad de dar un fundamento teérico a estas técnicas orientales es lo que llevo
a tratar de resolver el segundo de los problemas anteriores.

25 La composicion de a:b y ¢:d seria ac:bd, pero recuérdese que para Euclides no tenia sentido el
producto de magnitudes.

26 A este respecto Heath (1957) encuentra la composicion de razones en las proposiciones 20-23 del
Libro V'y Gardies (1988, pags.. 63-68) muestra que la composicion seria una forma restringida de la
composicion de razones. Sin embargo, Grattan-Guinness (1996, pag. 368) no comparte esta vision.
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Es natural, pues, que fuera la Baja Edad Media, cuando proliferaron las
traducciones, copias y comentarios a los Elementos de Euclides, la época en la
que surgieron algunas respuestas a los problemas anteriores. El problema de
la definicion y la naturaleza de las razones surge en las dos culturas mas
importantes del momento: la cristiana y la arabe. El problema de la composicion
de razones, por su origen practico recogido de la tradicion oriental, sélo aparecio
en el seno de la cultura drabe. Aqui vamos a presentar los primeros avances en la
respuesta a las cuestiones anteriores: el comentario de Omar al-Khayyam a los
Elementos y la traduccion de la misma obra por parte de Giovanni Campano.
Resulta curioso observar que, mientras en el caso de al-Khayyam se trabajara
siempre en el ambito de las magnitudes, Campano se centrara unicamente en las
razones numéricas. Ademds ninguna de las soluciones aportadas en uno de
los ambitos es exportable al otro y, de hecho, pensamos que cada una de las
propuestas que vamos a presentar es la mas natural (si es que tal apelativo tiene
sentido) en el ambito en que se dio.

3.1. Los comentarios de Omar al-Khayyam a los Elementos de Euclides

Los comentarios de Omar al-Khayyam a los Elementos han sido traducidos por
Rashed et al. (1999). En este texto se plantean, y hasta cierto punto se resuelven,
los dos defectos presentados anteriormente, pero sélo en el ambito de las magnitudes
(entendidas en el sentido griego, es decir, como magnitudes geométricas). Esto
es asi porque al-Khayyam utilizard de modo esencial la posibilidad de dividir
una cantidad de magnitud hasta el infinito, algo imposible de hacer en el
ambito numérico de los Elementos que se limita a los enteros positivos que,
obviamente, no permiten su subdivision mas alla de la unidad (aunque la dialéctica
discreto-continuo fuera el centro de ricas disputas. Recuérdense, por ejemplo,
las paradojas de Zenén de Elea).

Al-Khayyam, igual que algunos de sus predecesores, redescubre la definicion
de razén como antifairesis; es decir, como proveniente de un proceso de medida
por conmensuracion intimamente ligado a lo que hoy llamamos Algoritmo de
Euclides. Asi dos razones son iguales si ambos pares de magnitudes dan lugar
a la misma sucesion de enteros tras el proceso de antifairesis. A esta nueva?®’
definicion de igualdad (y desigualdad) de razones la llama al-Khayyam —no
sin cierta inmodestia— “la verdadera” mientras que la de Euclides es para ¢l
“la usual”. Todo el Libro II del comentario de al-Khayyam a los elementos esta

27" Aunque antigua.
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dedicado a demostrar la equivalencia entre esta nocion “verdadera” y la “usual”.
De esta manera el libro II se cierra del siguiente modo (Rashed et al., 1999,
pag. 370):

“Hemos asi demostrado que [...] cada vez que una razon es mas grande segun
larazon usual, sera también mas grande seglin la razon verdadera, y lo mismo si
es mas pequeiia; y a la inversa, que cada vez que una razon es mas grande
segun la razon verdadera, sera también una razon mas grande segln la razén
usual, y lo mismo si es mas pequefia. Y todo [...] lo que Euclides mencion6
[...] durante [...] su quinto libro [...] serd parte de las consecuencias
necesarias de la razon verdadera.”

Es importante indicar que para hacerlo utilizara constantemente la existencia
de una cuarta proporcional a tres magnitudes dadas?®, para lo cual admitird que
las magnitudes son divisibles hasta el infinito.

Liall [ 0da le Dlans¥ S3a Ty ualie gl cals 130 00,

Sl Slast o oy 7 S Gl e 5813 9,3 Gl calsy

T 0 el AL Y Jy M2 ) N PPR U P J)
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Figura 3: La Definicion 5 del Libro V de los Elementos transcrita por Omar Khayyam
(Rashed y Vahabzadeh, 1999, pag. 345).

En el Libro III de su comentario, al-Khayyam se dedica a la composicion de
razones®. Al-Khayyam demostrara, en particular que, dadas tres magnitudes a, b
y ¢ larazdn a:c es la composicion de las razones a:b y b:c. Para ello al-Khayyam
procede del siguiente modo: dadas las magnitudes a y b se fija una unidad u y,
entonces, por la existencia de la cuarta proporcional existe otra magnitud g tal que
g:uz:a:b. Ahora, como u es la unidad, al-Khayyam considera g como un namero
que representa la razon a:b3; es decir, identifica en cierto modo las razones
connimeros y asi puede identificar la composicion de razones con la multiplicacion
numérica. Ademas, este argumento permite, como lo hace al-Khayyam, extender

28 De hecho, al-Khayyam afirma (Rashed et al., 1999, pag. 350): “encontramos, entre las premisas
que deben ser admitidas, esta: para cada magnitud dada, existira en el intelecto otra magnitud
tal que la razon entre la primera y esta sea igual a cualquiera otra razon dada, sean cuales sean las
razones. Esta premisa es filosofica...”

29 Este tema sera también recurrente en los comentadores arabes de Euclides, como por ejemplo Ibn
Sartaq (s. XIII), mencionado por Djebbar (1997).

00 mejor ain, la medida de a al tomar b como unidad.
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este resultado para una cantidad cualquiera de magnitudes®'. Esta vision es de
vital importancia y aparece aqui por primera vez en la historia, aunque bien es
cierto que al-Khayyam no entrara en una discusion sobre la naturaleza numérica
o no de las razones.

3.2. Campano y la denominacion de una razon.

Una de las traducciones® de los Elementos que mas éxito tuvieron en la Europa
cristiana medieval fue la llevada a cabo a mediados del siglo XIII por Giovanni
Campano. En este sentido, Rashed (1997, pag. 215) afirma que:

“de todas las obras inspiradas en el Euclides arabe, el “Comentario” de
Campano, de hecho la editio princeps de Euclides (Venecia, 1492) [...],
fue evidentemente la de mayor difusion y la que ejercio la influencia mas
determinante sobre la ciencia occidental.”

El aspecto mas importante que queremos destacar de esta obra es la
introduccion del concepto de ‘denominacion de una razéon’. En concreto Campano
define este concepto del siguiente modo (Rommevaux, 1999, pag. 97):

“Se dice denominacion de una razon, especificamente de un nimero mas
pequetio en relacion a uno mas grande, a la parte o las partes de ese [numero]
menor que estan en el mayor. Y [de una razon] de un nimero mas grande en
relacién a otro mas pequeio, al multiplo o al multiplo y la parte o las partes
segun las cuales el mayor lo es.”

Pese a lo relativamente oscuro de esta definicion, se observa que lo perseguido
por Campano al introducirla es aritmetizar en cierto modo el concepto de razon.
Debe recordarse que en Euclides la razéon es mas bien una relacidén entre
magnitudes (o entre nimeros en este caso). Campano esta asignando un niimero a
cada razén. El problema de la inconmensurabilidad no surge aqui puesto que se
restringe al caso de razones numéricas (Libro VII). Sin embargo la herencia euclidea
se hace patente cuando, como aplicacion de esta definicion, Campano define
la semejanza (y no la igualdad) de dos razones (Rommevaux, op. cit., pag. 98):

31 El modo es obvio, si a J»--»a, SOn magnitudes, la razén a,:a, es el resultado de componer a:a,, a,:
Aoy Q.
n

eeoll,
32 Aunque, como afirma Rommevaux (1999), se trata més bien de una recension.

33 Rommevaux (op. cit, pag. 98) da el siguiente ejemplo que resulta aclaratorio: “Tomemos por
ejemplo la razon (29:8). El numero de veces que 8 estd en 29 es 3. Y hay cinco octavas partes de

8 en el resto 29 — 3 X 8 = 5. La denominacion es pues tres y cinco octavas partes.”
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“Se dicen semejantes a las razones que reciben la misma denominacion, y
mas grande a la que [recibe] una mas grande, y mas pequefia a aquella que
[recibe] una menor.”

Se observa, pues, una practica parecida a la actual. Se asocia* la razén con
un nimero racional y la igualdad o la relacién de orden entre razones con los
respectivos conceptos numéricos. A modo de ejemplo, podemos observar que en
(Anzola et al., 2009) se define la razon del siguiente modo:

“p o , . a
‘Razon entre dos numeros a y b es el cociente 5

Es importante hacer énfasis, no obstante, en que todavia se trata de una
asociacion mas que una identificacion. La razoén no es alin un nimero sino que es
nombrada mediante un numero. La diferencia, aunque de indole casi filosofica,
es importante.

4. ALGUNAS IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA DE LA
PROPORCIONALIDAD ARITMETICA.

El analisis historico realizado en el presente trabajo conduce a conclusiones
que pensamos que deberian ser tenidas en cuenta al planificar un proceso
de ensenanza-aprendizaje de la proporcionalidad aritmética. En esta seccion
comentaremos aquellas que nos parecen de mayor importancia.

4.1. Consecuencias del proceso de aritmetizacion de las razones

En la Seccion 3 hemos presentado los dos posibles caminos que conducen a la
aritmetizacién del concepto euclideo de razéon. Las dos posibles maneras de
enfocar dicho proceso suponen considerar que tiene sentido definir la razon:

a) Entre dos cantidades de una misma magnitud.
b) Entre dos nimeros.

3% Hoy en dia, més que asociar, se identifica la razén con el numero racional. Campano atn no ha
llegado a ese punto.
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Esta dicotomia se ha mantenido vigente hasta épocas muy recientes. Por
ejemplo, en Baratech (1966, pag. 89) se afirma que “se denomina razon entre
dos numeros al cociente exacto de dichos numeros”. Por otra parte, en Mansilla
y Bujanda (1984, pag. 62) leemos que “si a y b son cantidades de una misma
magnitud, la medida de a cuando se toma por unidad a b, se llama razon entre
ayb”.

Sin embargo es interesante sefialar que, en un estudio realizado por los autores
(Gairin y Oller, 2012), no se ha encontrado rastro de la razon entre cantidades de
una misma magnitud en ningun texto de Secundaria espafiol de los tltimos 20
afios. Ademads, no se encuentra mencion alguna a una posible definicion de
la razon entre cantidades de distintas magnitudes. Estos aspectos dan lugar a
algunos inconvenientes de cara a la comprension de los alumnos. Por ejemplo:

1. Todas las situaciones problematicas relacionadas con la proporcionalidad
que se presentan a los alumnos involucran el manejo de magnitudes.
En ese caso, lo que suele suceder es que se deja de lado por completo a
las magnitudes para que los alumnos se centren en la faceta puramente
numérica del problema, con lo que se pierde de vista el sentido de los
pasos dados para resolverlo.

2. Adn si se recurre al uso de la razén entre cantidades de una misma
magnitud, pensamos que dicha razén no constituye el mejor punto de
vista para comprender los procesos que subyacen a una relacion
de proporcionalidad entre dos magnitudes. Eso es asi, principalmente,
porque dicha razon es un escalar, que carece de un significado claro en
el contexto del problema.

En ambos casos, la consecuencia fundamental es que un problema en el
contexto de las magnitudes acaba transformandose es una situacion en la que
priman ante todo las manipulaciones meramente numéricas (recuérdese el
algoritmo de la Regla de tres, por ejemplo).

Puesto que las situaciones problematicas relacionadas con la
proporcionalidad suelen implicar una relacion de caracter funcional entre, al
menos, dos magnitudes, pensamos que la introduccion de la idea de razon entre
cantidades de diferentes magnitudes puede proporcionar una vision mas clara
de las situaciones puesto que posee un importante significado: el “tanto por uno”,
es decir, la cantidad de una de las magnitudes que se corresponde con una unidad
de la otra bajo la relacion que las liga. En esencia esta propuesta supone reforzar
la vision “china” de la proporcionalidad frente la “griega”. Asi, por ejemplo, en la
situacion “por traducir 12 paginas se pagan 150 euros”, la idea “china” de razén
indica que 150/12 es la cantidad de euros que se pagan por traducir 1 pagina.
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4.2. Los enfoques griego y chino. Razones internas y razones externas

Consideremos el siguiente enunciado extraido de un manual escolar cualquiera:
“Una fuente arroja 42 litros de agua en 6 minutos. ;Cudntos litros arrojard en
15 minutos?”

Desde el punto de vista griego, debe tenerse en cuenta que los litros
arrojados guardan la misma razén que los tiempos necesarios para arrojarlos.
Es decir, se busca un numero de forma que dicho nimero guarde con 42 la misma
razon que 15 con 6. En términos modernos y empleando el lenguaje algebraico,
planteariamos la proporcion:

Desde el punto de vista chino, considerariamos el par (6,42) y estariamos
interesados en encontrar un par correspondiente a la misma situacion bajo la
restriccion de que el primer elemento ha de ser 15. De nuevo empleando un
lenguaje algebraico, planteariamos la proporcion:

Consideradas desde un punto de vista puramente numérico y
descontextualizado, ambas situaciones son equivalentes. Sin embargo, el
significado es bien distinto. El primer enfoque careceria de sentido para un
resolutor chino puesto que si el problema muestra claramente que la relacion es
entre litros arrojados y tiempo necesario para hacerlo ;por qué relacionar tiempos y
litros separadamente? Para un griego, es el segundo enfoque el carente de
sentido puesto que no concibe “dividir” o “repartir” litros entre tiempo.

Es muy interesante observar como al plantear situaciones de este tipo a
alumnos que no estan familiarizados con las técnicas de la proporcionalidad
y, dejando de lado estrategias aditivas o argumentos incorrectos, la dialéctica
entre estos dos enfoques permanece viva. Desde un punto de vista pedagogico,
pensamos que lo deseable es conseguir ambas visiones en los alumnos, pero
no podemos evitar sefalar el mayor sentido que proporciona a las operaciones y
la mejor comprension de la situacion que, a nuestro juicio, se obtiene pensando
“a lo chino” antes que “a lo griego”, donde prima el aspecto puramente
numérico de la relacion.
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