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SIGNIFICADOS PRETENDIDOS Y PERSONALES
EN UN PROCESO DE ESTUDIO CON EL LIMITE FUNCIONAL

INTENDED AND PERSONAL MEANINGS IN A STUDY PROCESS WITH THE FUNCTIONAL LIMIT

RESUMEN

El limite de una funcidon es uno de los conceptos mas
controvertidos en la educacion matematica, al grado tal que
su enseflanza y aprendizaje son un auténtico reto para los
investigadores. Han sido numerosos los trabajos sobre este
objeto matematico, en los cuales se ocupan enfoques como el
APOS, la teoria de los obstaculos epistemologicos y la TAD, e
incluso se han desarrollado teorias matematicas a partir de su
estudio. En este trabajo, basado en el enfoque ontosemiotico
de la cognicion e instruccidon matematica, se ahonda en los
significados pretendido, evaluado y personal de un proceso de
estudio sobre el limite de una funcion. Los resultados indican
que, a pesar de que se analizan unas clases intuitivas sobre el
limite (es decir, sin que se emplee la definicion métrica del € y
§), son muy numerosos los conflictos semidticos que tienen los
estudiantes cuando se interrelacionan con dicho concepto.

ABSTRACT

The limit of a function is one of the most controversial concepts
in mathematics education, to such an extent that its teaching and
learning are a real challenge for researchers. Many papers have
been prepared in relation to this mathematical object, which
focus on areas such as APOS, the theory of epistemological
obstacles and the TAD, and mathematical studies have even
been developed based on their study. In this paper, based on the
onto-semiotic approach to mathematical cognition and
instruction, we go more in-depth into the intended,
assessed and personal meanings of a study process regarding
the limit of a function. The results indicate that, despite
some intuitive classes being analyzed in relation to the limit
(i.e. without using the metric definition of € and §), students
encounter numerous semiotic conflicts when interrelating
with said concept.
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RESUMO

O limite de uma fungdo ¢ um dos conceitos mais controversos
na educacdo matematica, a um ponto em que seu ensino
e aprendizagem sdo um desafio para os pesquisadores.
Existem muitos estudos sobre este objeto matematico,
onde sao ocupadas abordagens como a APOS, a teoria
dos obstaculos epistemoldgicos e a TAD, e até mesmo teorias
matematicas foram desenvolvidas a partir de seu estudo.
Neste trabalho, baseado na abordagem onto-semidtica da
cognigdo e instrugdo matematica, investiga o significado de
pretendido, avaliado e pessoal de um processo de estudo
sobre o limite de uma fungdo. Os resultados indicam que,
apesar de s3o analisadas algumas classes intuitivas sobre o
limite (ou seja, sem empregar a defini¢do métrica de € e 9),
sdo muito numerosos os conflitos semidticos dos alunos
quando eles interagem com o conceito.

RESUME

Les limites de fonctions sont un concept de 1’éducation
mathématique tellement controversé que leur enseignement
et leur apprentissage constituent un véritable défi pour les
chercheurs. De nombreux travaux sur ce sujet ont été publiés en
adoptant des approches diverses : celle de la théorie
APOS (Action-Processus-Object-Schéma), celle des obstacles
¢épistémologiques ou celle la Théorie Anthropologique du
Didactique (TAD). D’autres théories mathématiques ont méme
vu le jour a partir de ce théme. Notre travail, qui se caractérise par
une approche onto-sémiotique de la cognition et de I’instruction
mathématique, approfondit, quant a lui, les concepts de signifiés
visé, évalué et personnel propres a un processus d’étude
portant sur les limites de fonctions. Bien que quelques classes
intuitives sur ce sujet soient analysées (autrement dit, sans que la
définition métrique de € et § joue un roéle), les résultats obtenus
montrent que les conflits sémiotiques chez les étudiants sont
trés nombreux lorsque ces derniers manient un tel concept.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Limite de uma fun¢do

- Ensino e aprendizagem

- Significados institucionais
- Significados pessoais

- Conflito semiotico

MOTS CLES:

- Limites de fonctions

- Enseignement et apprentissage
- Signifiés institutionnels

- Signifiés personnels

- Conflit sémiotique

Las investigaciones acerca del limite de una funcion son relativamente frecuentes
en la educacion matematica, hasta tal punto que el estudio didactico de este
concepto sirvio, en su momento, para desarrollar teorias sobre la ensefanza
del Calculo, como el Advanced Mathematical Thinking (AMT) y la teoria APOS,

uno de los enfoques mas utilizados en la actualidad.
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Artigue (1998) sefiala la importancia de utilizar enfoques de caracter
semiotico en la investigacion de la ensefianza del Calculo para clarificar las
dificultades y las restricciones que surgen cuando los alumnos interaccionan
con los conceptos de este tema. Con base en ello, consideramos que el enfoque
ontosemiodtico de la cognicion e instruccidon matematica ofrece un marco
conceptual adecuado para investigar en torno al limite funcional.

El trabajo que expondremos a continuacion lleva a cabo un analisis de los
significados institucionales —tanto el pretendido como el evaluado— y
los personales —que se definen en el apartado 4 del marco tedrico—
correspondientes a una clase sobre el limite funcional, a la que asisten estudiantes
del primero del bachillerato espanol (15 y 16 afios), con el objetivo de determinar
las configuraciones didacticas y las dificultades en la ensefianza-aprendizaje
mediante el estudio de los conflictos semidticos.

La investigacion consta de varias secciones: la dos y la tres describen
brevemente el problema de investigacion y los antecedentes; la cuatro refiere los
elementos teoricos del marco conceptual que son necesarios para poder seguir el
discurso del articulo; la quinta se ocupa de la metodologia de analisis del trabajo;
la seis y la siete desarrollan los significados institucionales pretendido y evaluado,
mientras que la octava describe y discute los resultados sobre las respuestas de
los alumnos. Por altimo, se extraen las conclusiones pertinentes.

2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

En la ensefianza de las matematicas correspondiente al primer y segundo afio del
bachillerato espafol, los conceptos basicos del Analisis Matematico representan
un alto porcentaje de los contenidos curriculares (aproximadamente el 40%);
sin embargo, en los resultados de las evaluaciones se puede notar un preocupante
fracaso académico en muchos alumnos cuando se enfrentan a la comprension
de los conocimientos de esta rama de la matematica. Este fendmeno, unido al
hecho de que ambos cursos son verdaderamente preuniversitarios, dota de una
gran importancia social a la formacion matematica de los alumnos, ya que
una comprension superficial de las nociones del Calculo Infinitesimal les lleva
a una deficiente formacion que, posteriormente, redundard en una posible
frustracion en las aulas universitarias, y muchas veces causara el abandono de los
estudios (Fonseca, 2003 y Corica y Otero, 2009).
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Dado que el concepto de limite de una funcién es uno de los mas
controvertidos del Analisis Matematico en cuanto a su comprension, ya que
esta asociado a las ideas de infinito potencial y actual, su ensefianza siempre ha
representado una fuente de problemas didacticos que es muy dificil de resolver.
Por ello, no extrana que sean numerosos los trabajos de investigacion relacionados
con su aprendizaje. Incluso se puede apreciar que la profundizacion acerca de la
naturaleza y fundamentacion de esta nocion, junto a otras del Analisis Matematico,
ha sido motor para construir y formalizar algunas de las teorias mas conocidas
actualmente en la Didactica de las Matematicas, como la teoria APOS
(Dubinsky,1996; Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews & Thomas, 1996;
Baker, Cooley & Trigueros, 2000). Otro enfoque que ha tenido un gran desarrollo
es el enfoque socioepistemoldgico (Cantoral, Farfan, Lezama & Martinez.,
20006).

A partir del enfoque ontolégico-semidtico de la cognicion e instruccion
matematica (Godino y Batanero, 1994; Contreras & Font, 2002; Godino, 2002;
Contreras, Font, Luque y Ordéiiez, 2005; Godino, Contreras & Font, 2006),
consideramos que las ideas de significado institucional, significado personal
y conflicto semiotico pueden aportar elementos clarificadores para poder
entender la complejidad del proceso de ensefianza y aprendizaje de la nocion de
limite de una funcion.

Dicho planteamiento nos ha impulsado a realizar este trabajo de
investigacion, que tiene una naturaleza epistemoldgica-cognitiva-semidtica-
curricular. Su problema de investigacion consiste en el estudio de las causas de
naturaleza ontosemiotica sobre las dificultades mostradas por los alumnos
respecto al concepto de limite de una funcion en 1° de bachillerato. Se trata de
un estudio que busca describir, explicar e identificar los factores que condicionan
la ensefianza-aprendizaje del limite de una funcién en un contexto institucional
fijado. La investigacion completa aparece en la memoria de tesis de Garcia
(2008).

El objetivo concreto del trabajo es ahondar en los significados pretendido,
evaluado y personal de un proceso de estudio sobre el limite de una funcion, y
trata de mostrar que en las clases intuitivas sobre el limite (donde no se utiliza
la definicion métrica del € y 8) aparecen numerosos conflictos semioticos en las
respuestas de los estudiantes al resolver las tareas. Esto proporciona una valiosa
informacion a los profesores de secundaria que han de abordar el tema del limite
funcional en sus aulas, a fin de que elaboren materiales didacticos que ayuden al
alumno a superar todos estos conflictos.
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El problema que se pretende abordar, al estar intimamente relacionado con
la practica del profesor en el aula de 1° de bachillerato, tiene una componente
instruccional. Ademas, como la enseflanza esta dirigida a los estudiantes y nos
interesamos por las dificultades de su comprension, incluye una componente
cognitiva que se estudia por medio de los significados personales de los
alumnos. Al contemplarse el aspecto de tipo institucional subyace también
una componente epistemologica, la cual forma parte de un trabajo mas
amplio (Garcia, 2008) que no contempla este articulo. Por ultimo, al tratarse
de la nocion de limite de una funcidon coexiste una componente semiotica,
propia del lenguaje del Analisis Matematico, que se plasma a través de las
entidades primarias y los conflictos semidticos detectados. En este trabajo
nos centraremos fundamentalmente en la componente cognitiva.

Debido a la complejidad del problema didactico, aparecen una serie de
interrogantes mas especificos: jCudl es el significado del limite que pretende el
profesor poner en practica en su aula? ;jQué tipos de conflictos
semioticos potenciales, propios de los manuales, pueden mostrarse y qué
conflictos semioticos efectivos, propios de los alumnos en las respuestas a las
tareas que les proponen, pueden incidir en las actividades de los alumnos con el
citado objeto matematico? Mas especificamente: ;Como coordinar los aspectos
intuitivo-geométricos, inherentes al desarrollo epistemologico-evolutivo
del limite, con los numéricos? ;jSon transferibles ciertos procedimientos de
calculo de limites desde el profesor al alumno? ;Qué influencia pueden
tener los conflictos semioticos en las posibles no transferencias de dichos
procedimientos?

3. ANTECEDENTES

Los antecedentes que tendremos en cuenta son de dos tipos. Por una parte, se
encuentran los trabajos relacionados con nuestro marco conceptual, que ya
describimos en el apartado anterior; por otra, las investigaciones recientes sobre
el limite de una funcion. De manera concreta, describiremos aquellos estudios
que tienen que ver directamente con nuestra investigacion.

Przenioslo (2004) estudia las imagenes mentales acerca del concepto
de limite en 238 estudiantes de tercero, cuarto y quinto curso de estudios
matematicos, y en 182 que comenzaban dichos cursos. Se utilizaron analisis de

Relime, Vol. 14 (3), Noviembre de 2011



282 ANGEL CONTRERAS DE LA FUENTE, MANUEL GARCIA ARMENTEROS

tests escritos, se hicieron observaciones sobre las discusiones entre grupos de
alumnos y se efectuaron entrevistas. Se identificaron varias clases de imagenes
sobre el concepto de limite: aproximacion grafica, aproximacion estimada, como
valor de la funcion en un punto y como algoritmo de calculo. El estudio sefala
que los alumnos tienen varias categorias sobre las imagenes del limite, las cuales
estan relacionadas con una ensefianza no formal de esta nocion.

Otro antecedente es el trabajo de Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas(2006),
donde se cuestiona la conceptualizacion métrica del limite que formuld Weiertrass,
a la que se concibe como muy dificil para la comprension de los estudiantes, por
lo cual se le propone como una alternativa del limite en la aproximacion optima.
Como puede observarse, la definicion formal del € y d es rechazada en los inicios
de la ensefianza del limite funcional, y se aboga por otros métodos.

Sobre la concepcion que tienen los estudiantes del limite como un proceso
infinito potencial, Kidron (2008) recurre a diversos marcos teéricos para afirmar
que los estudiantes ven un proceso dinamico en la formacion del concepto de limite.
Es decir, el paso del infinito potencial al actual es la clave para poder comprender
la nocion de limite funcional, por lo cual resulta muy importante estudiar el limite
de forma preformal con el fin de poder analizar aquellas dificultades que los
alumnos encuentran y, de este modo, facilitar que las superen.

Roh (2008, 2010) llevé a cabo un estudio en el que explor6 las imagenes
creadas por los estudiantes sobre el limite de sucesiones que, segun el autor,
influyen en su comprension de sus definiciones. El estudio muestra que la
comprension de las definiciones de limite estd estrechamente relacionada con
la existencia, o no, de las imagenes previamente construidas de los limites
que son compatibles con el concepto matematico. De manera concreta, se suele
promover en los estudiantes una imagen mental sobre el movimiento dindmico
que implica el limite antes que su comprension formal rigurosa. Podemos
observar de nueva cuenta que la ensefanza intuitiva del limite es previa a su
definicion formal.

Ochrtman (2009) investigd el razonamiento espontaneo de los estudiantes
acerca de las concepciones del limite, apoyandose en una teoria interaccionista
del razonamiento metaforico. Se analizaron los resultados de 120 estudiantes y
sus descripciones verbales sobre los cambios que han sufrido los diversos
conceptos del limite, de lo que resultaron diversas categorias. Una de ellas fue
el tratamiento del infinito como un nimero.
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4. MARCO TEORICO

A continuacion, referiremos los elementos del enfoque ontosemio6tico que son
necesarios para el desarrollo de nuestro trabajo. Dicha perspectiva de analisis
es ampliamente conocida entre la comunidad de investigadores en Didactica
de las Matematicas; por ejemplo, Contreras, Ordofiez y Wilhelmi (2006, 2010)
lo utilizan en dos investigaciones sobre la integral definida, mientras que Font
y Contreras (2008) lo ocupan en otra investigacion sobre la derivada. Ademas,
se trata de enfoque holistico de numerosas herramientas que se describen
posteriormente y clarifican los analisis didacticos.

La primera cuestion que plantea el enfoque ontosemidtico es de tipo
ontologico, ya que establece a la practica como una nocion primitiva: “Llamamos
practica a toda actuacion o manifestacion (lingiiistica o no) realizada por
alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion,
validar la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino &
Batanero, 1994, 334). Esta es una nocion clave, sefala Godino (2002), ya que
“como objeto basico para el analisis cognitivo (tanto en su dimension institucional
como personal) proponemos a los sistemas de practicas manifestadas por
un sujeto (o en el seno de una institucion) ante una clase de situaciones-
problema” (pag. 242), 1o cual permite considerar a los objetos matematicos como
emergentes de dichos sistemas de practicas y, por tanto, que derivan de ellas. Asi,
adoptando los presupuestos antropologicos, los objetos matematicos se conciben
como una construccion humana que se va elaborando y enriqueciendo a través de
la actividad reflexiva.

Cuando un profesor planifica el proceso de instruccion sobre un objeto
matematico para un grupo de estudiantes, comienza por delimitar “lo que
es dicho objeto para las instituciones matematicas y didacticas”. Acudira a los
textos matematicos, a las orientaciones curriculares y, en general, a lo que
los expertos conciben como las practicas operativas y discursivas inherentes al
objeto, que se fija en los términos del objetivo instruccional. Asimismo, usara sus
conocimientos personales previamente adquiridos. Todo constituye un sistema
de practicas que designamos como significado institucional de referencia del
objeto.

Se considera al significado institucional pretendido como el sistema
de practicas que se planifica para un determinado objeto matematico, el cual
se desarrollara en un cierto proceso instruccional. Es decir, el profesor tiene
en cuenta el significado institucional de referencia, su propia experiencia,
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las restricciones institucionales y los conocimientos previos de los estudiantes
para seleccionar y ordenar la parte del significado que va a proponer a
los estudiantes.

En el momento de la evaluacion, el profesor ha de seleccionar aquellas
practicas y conceptos que considera pertinentes para tratar de evaluar
los aprendizajes de sus alumnos. Es decir, habra de tomar una muestra del
significado institucional implementado (el sistema de practicas efectivamente
utilizadas en el aula por el docente en un proceso de estudio especifico), lo cual
se denomina significado institucional evaluado.

Una vez que el profesor elabora las pruebas de evaluacion se proponen al
estudiante, quien muestra un conocimiento que, logicamente, trata de acercarse
al significado institucional implementado. A las préacticas manifestadas por el
sujeto se les llama significado personal declarado.

Los objetos matematicos personales, segin Godino y Batanero (1994),
son “emergentes del sistema de practicas personales significativas asociadas a
un campo de problemas” (Godino & Batanero, 336); por tanto, van cobrando
forma en un aprendizaje que motiva la propia practica. Unido a este término esta
el significado personal de un objeto, que consiste en “el sistema de practicas
personales de una persona para resolver el campo de problemas del que emerge el
objeto en un momento dado” (pag. 343).

La relacion entre los signos usados para codificar el conocimiento y los
contextos que sirven para establecer su significado ha sido modelizada por
Godino (2002), quien esboza un marco teorico que incluye los siguientes tipos de
entidades primarias, propias de la actividad matematica:

1. Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos). En un texto vienen
dados en forma escrita o grafica, pero en el trabajo matematico
pueden usarse otros registros, como el oral o el gestual. Mediante el
lenguaje, tanto en el ordinario como en el matematico, se describen
otros objetos no lingiisticos.

2. Situaciones (problemas mas o menos abiertos, aplicaciones
extramatematicas o intramatematicas, ejercicios). Son las tareas que
inducen la actividad matematica.

3. Acciones del sujeto ante las tareas matemadticas (operaciones,
algoritmos, técnicas de calculo, procedimientos).

4. Conceptos. Son dados mediante definiciones o descripciones (por
ejemplo, nimero, punto, recta, media, funcion).

5. Propiedades o atributos de los objetos mencionados. Suelen darse
como enunciados o proposiciones.
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6. Argumentaciones. Se usan para validar y explicar las proposiciones
(sean deductivas o de otro tipo).

Estos seis tipos de objetos, que podemos calificar de matematicos porque
se ponen en juego en la actividad matematica, son los constituyentes primarios
de otros objetos mas complejos u organizaciones matematicas, como los sistemas
conceptuales o las teorias.

Una configuracion epistémica es una situacion problema que, junto a
los lenguajes, los conceptos, las proposiciones y procedimientos y los argumentos
—Illamados objetos primarios en el EOS—, pueden estar a cargo del profesor, de
los estudiantes o distribuirse entre ambos. Serd global si se refiere a la unidad
didactica completa, parcial si alude a una parte de aquélla y puntual si es un
aspecto muy concreto.

Asimismo, se usara el concepto de frayectoria epistémica, que consiste
en la distribucion temporal de las practicas, los objetos primarios y procesos
que se activan, al igual que la idea de conflicto semiotico, que se entiende como
“la disparidad o desajuste entre los significados atribuidos a una misma expresion
por dos sujetos —personas o instituciones— en interaccion comunicativa
y pueden explicar las dificultades y limitaciones de los aprendizajes y las
ensefanzas implementadas” (Godino, 2002, 258).

5. ELEMENTOS DE METODOLOGI{A

La investigacion que hemos desarrollado aporta diferentes componentes sobre
el sistema didactico: el contenido a ensefiar, el libro de texto, el profesor y los
alumnos. Ademas, combina diversas técnicas y enfoques que dependen de la
cuestion abordada.

Puesto que el estudio cualitativo se ha realizado con una muestra de
tamafo reducido, su caracter es exploratorio y esta principalmente orientado a
la formulacidn de hipotesis que deberan ser contrastadas formalmente en nuevas
investigaciones.

Se emplearon diversas técnicas de recopilaciéon de datos, acordes con
las fases de la investigacion. En primer lugar, se construy6 una ficha para el
analisis epistemoldgico del manual, mientras que para los estudiantes se uso6
el cuestionario escrito, con la finalidad de lograr una muestra de maxima
representatividad.
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La poblaciéon que fue objeto de estudio se conformd por estudiantes de
primer curso del bachillerato en Ciencias de la Naturaleza y la Salud, cuyas
edades oscilaron entre 16 y 17 afios, que estudiaban en un Instituto de Educacion
Secundaria (IES) de la provincia de Jaén, Espafa. Optamos por trabajar con este
nivel para eliminar la fuerte influencia que, en segundo de bachillerato, tienen
los exdmenes de acceso a la universidad en las decisiones de los profesores
(Contreras et al., 2010). Por otra parte, hemos intentado minimizar la
influencia del parametro estudiantes, al elegir a un profesor que trabajaba en un
Instituto de Educacion Secundaria, donde el reclutamiento de estudiantes no era
ni privilegiado ni dificil. La ensefianza del limite de una funcidén se hizo en cuatro
sesiones de clase de 45 minutos cada una.

En la investigacion se analizaron principalmente las variables cualitativas,
como los elementos que integran el significado institucional y personal del limite
de una funcion en primero de bachillerato.

Con respecto al significado institucional pretendido, se estudi6 mediante
el analisis del libro de texto, ya que el profesor siguié fielmente el manual. En
primer lugar, se hizo un analisis ontosemiotico de las configuraciones globales del
objeto limite de una funcién, con el fin de poder situar las configuraciones
parciales y prepararlas para su estudio.

En cada una de las cuatro configuraciones parciales extraidas se detectaron
puntos criticos. Es decir, la investigacion se centrd en los aspectos del manual
que pudieran presentar conflictos semidticos y dificultades de comprension
para el estudiante. Con el propésito de hacer operativo el analisis, el texto se
descompuso en unidades de analisis que fueron estudiadas criticamente para
extraer las dificultades potenciales de significado.

Los significados personales de los estudiantes que participaron en el estudio
se evaluaron por medio de la aplicacion de un cuestionario. Para que tuviera la
validez de contenido necesaria (Mufiiz, 1994), el cuestionario se construyo
teniendo en cuenta los datos que aporto el estudio sobre las distintas trayectorias;
asimismo, se elabor6 una tabla resumen, cuyos items correspondieron a los
conflictos semioticos detectados.

Antes de aplicar el cuestionario se efectué un andlisis a priori sobre los
diferentes items, con el fin de determinar con la mayor exactitud posible lo que
se indagaba en cada uno de ellos, asi como la hipotética trayectoria semiotica
que seguia el alumno al resolver cada cuestion.

El analisis de las respuestas que dieron los estudiantes se realiz6 de acuerdo
con una metodologia basada en la naturaleza de la actividad matematica, y se
incorpord la clasificacion de los conflictos semiodticos que mostraron los alumnos
en las diversas categorias.
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6. SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDO

El significado institucional pretendido en nuestra investigacion comprende
al sistema de practicas y configuraciones de objetos que se planifican para el
limite de una funcion (objeto matematico), de cara al desarrollo de cierto proceso
instruccional. En el caso que nos ocupa, el profesor ha seguido estrictamente
el libro de texto, por lo cual se ha considerado pertinente analizar los sistemas
de practicas y configuraciones epistémicas correspondientes a dicho libro.

La configuracién epistémica es una herramienta del enfoque ontosemiotico
—ya definida en el apartado 4— que permite describir tanto la estructura de textos
puntuales (por ejemplo, la anatomia) como de textos globales (por ejemplo,
las unidades didacticas). En esta investigacion, primero la hemos utilizado
para realizar un macroanalisis de la configuracion global calculo de limites de
funciones, que correspondia a una unidad didactica del libro de texto ocupado
por el profesor. También se usd para obtener configuraciones parciales (por
ejemplo, los limites de funciones en el infinito) y configuraciones puntuales,
tocantes a los puntos criticos o centros de interés especificos que explicaban
las diversas dificultades que tenian los sujetos a lo largo del proceso
de estudio. Por cuestiones de espacio, a continuacion comentaremos brevemente
la configuracién global y las parciales y mostraremos la configuracion
epistémica de un punto critico.

6.1. Analisis ontosemiotico de las configuraciones global y parciales del objeto
limite

El manual estudiado se emplea en el primer curso de bachillerato que ofrece el
IES “La Pandera” de Los Villares, y es uno de los mas utilizados en Jaén y en
su provincia. Como se ha sefialado, el profesor de la asignatura utiliza el libro
de texto como referencia para impartir sus clases de matematicas, por lo cual
puede decirse que el significado institucional implementado queda bien reflejado
en el discurso que plantea el libro de texto.

Asi, de la configuracién global cdlculo de limites de funciones se extraen
cuatro configuraciones parciales: limites de funciones en el infinito, calculo de
limites de funciones en el infinito, limites laterales de una funcion en un punto
y limite de una funcion en un punto. Enseguida, se estudiara la primera de ellas.

Dicha configuracion, que denominaremos CGPI, parte de la representacion
grafica de una funcion racional y estudia su comportamiento intuitivo para
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valores de x muy grandes (en el libro de texto se dice lo anterior con la expresion
cuando x tiende a £0), a fin de obtener su limite 1. Luego, a la recta y=1 se le
denomina asintota horizontal, generalizando para y=k. Por ultimo, con base en
el hecho de que el limite en el infinito puede ser también infinito, se toma una
funcioén racional adecuada y se definen intuitivamente tanto las asintotas oblicuas
como las ramas asintéticas y parabdlicas.

El punto critico de esta configuracion corresponde al estudio de la funcioén
racional hasta determinar que su limite, cuando x tiende a oo, es 1, ya que ahi se
encuentran los elementos mas interesantes de la actividad matematica, los cuales
pueden ayudar a comprender las ausencias y disparidades de significados. Por
tanto, de este punto critico extraemos la configuracion puntual que se analizara
a continuacion.

6.1.1. Andlisis de la configuracion puntual correspondiente a la configuracion
parcial CGP1

En este punto critico, la practica del alumno consiste en entender el texto (Bescos
& Pena, 2002) que se muestra enseguida:

6.1. Limites de funciones en el infinito

A partir de la representacién grifica de funciones, es posible estudiar cual
es su comportamiento para valores muy grandes, positivos o negativos, de la
variable x.

+1
Consideramos, por ejemplo, la funcién f(x) = R Como se observa en

su gréfica (figura 9.6), para valores de x muy grandes, es decir, cuando x tiende
a +oo, la funcién tiende a 1, y lo mismo ocurre para valores de x muy peque-
fios, es decir, cuando x tiende a —oe. Si la funci6n presenta la misma tenden-
cia en ambos extremos de la grifica, se escribe:

lim f(x) =1 2
e +
La recta y = 1 es una asintota horizontal de la funcién f(x) = T

La configuracion de los objetos que se activa en esta practica matematica aparece
en la Tabla I:
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TABLA |
Configuracion epistémica

LENGUAIJE

Verbal

Funcion, representacion grafica, comportamiento, valores grandes y pequefios, tiende,
recta, asintota horizontal

Grdfico ik
______________ T == =
T L T 0 ‘; T T E
FiGura 9.6.
Simbolico:
2
x°+1 .
f(x)= ——, -0, o ,X,1, lim f(x)=1, y=1
x X—>00
SITUACIONES CONCEPTOS

- Ejemplo de comportamiento en el infinito | | Previos

x2+1 - Funcién, abscisa, ordenada, positivo,
(para la funcién f(x) = ) negativo, infinito, valor, grafica, limite,
X tendencia
Emergentes

- Comportamiento en el infinito
- Asintota horizontal
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PROCEDIMIENTOS PROPOSICIONES

Observacion de la grafica - A partir de la representacion grafica
de funciones, es posible estudiar cual
es el comportamiento para valores muy
grandes, positivos o negativos, de la
variable x.

- La recta y=1 es una asintota horizontal

ARGUMENTOS

- Argumento 1: Ejemplificacion

- Argumento 2: Observacion visual en el ejemplo

Esta configuracion epistémica puntual se relaciona con las configuraciones
delsignificado de referencia, alas que hemos llamado grafica e infinitesimal, donde
se advierte la ausencia del significado numérico del limite porque falta el
uso de tablas de variacion; con ello, se deja a cargo del alumno la elaboracion
implicita de las sucesiones de valores para las variables independiente y
dependiente. Es decir, no se usa el significado numérico como un medio para
comprender el objeto limite de una funcion en el infinito. Dicha ausencia puede
ser causa de un conflicto semidtico potencial.

7. SIGNIFICADO INSTITUCIONAL EVALUADO

En el significado evaluado se ponen en juego los procesos de evaluacion. El
profesor selecciona una coleccion de tareas o cuestiones que incluye en las pruebas
deevaluacion de los aprendizajes, siendo una muestra representativa del significado
que los estudiantes deben haber extraido en la clase. En la elaboracion del
cuestionario (ver Anexo 1) se han elegido 11 preguntas; cada una tiene pertinencia
y validez porque se relaciona con las diversas sesiones de clase observadas.
Veamos como se han construido algunas de ellas.

Cuestion 1. ¢ Qué significa la expresion “x tiende a +00”? Responde aclarando
con ejemplos y detallando tus respuestas.

Relime, Vol. 14 (3), Noviembre de 2011



SIGNIFICADOS PRETENDIDOS Y PERSONALES EN UN PROCESO DE ESTUDIO 291

En la primera sesion y en las tres siguientes se repite mucho la idea de la
tendencia de x hacia el infinito, aunque no la aclara el profesor, lo cual puede
indicar que es un concepto transparente para el alumnado. Debido a que esa
transparencia puede no ser pertinente, se considera necesario comenzar el
cuestionario interrogando al estudiante sobre qué significa la expresion “x tiende
a +o0”, pidiendo que aclare sus respuestas con ejemplos.

Cuestion 4. Estudia, para cada una de las siguientes graficas, si existe, o
no, f(3), y si existe o no el limite, cuando x tiende a 3 de f(x),
especificando el valor de sus limites laterales:

a) b) c)

d) e) f)

r~

0 3

En un momento de la sesion, el profesor otorga valores a la derecha y la
izquierda del valor de la variable independiente, donde se calcula el limite, y
conduce a los estudiantes a que interpreten los limites laterales de manera intuitiva
(los cuales conforman una nueva unidad de analisis); ademas, estudia la relacién
entre los limites laterales y el limite de la funcion con algunos ejemplos graficos.
Esto da origen a la Cuestion 4, donde se pide que el alumno estudie, en seis
graficas de funciones de distinto comportamiento, la relacion entre el valor
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de una funcién en un punto —en este caso, x=3—y la existencia de los limites
laterales y del limite en dicho punto. La primera presenta una asintota vertical en
x=3; la segunda tiene limites laterales distintos en el punto y no definida en el
3; la tercera muestra limites laterales iguales y distintos al valor de f'(3); la cuarta
ofrece limites laterales distintos y un distinto valor para f'(3); la quinta da limites
laterales iguales y no definida en el 3, y la sexta indica un limite lateral finito y
el otro infinito.

Cuestion 5. ¢(Cudles de las funciones, cuyas representaciones grdficas
son las de la figura de abajo, crees que verifican lim f(x) =+o?
Explica, uno a uno, los motivos de decision.

a) b) c)

d e) f)

A ~
i

Dicha cuestion resulta pertinente porque la primera sesion inicia con la
idea intuitiva de limite en el infinito, que constituye la unidad de analisis 1.
Se inicia con el planteamiento de cuatro graficas que tienen comportamientos
distintos para analizar los limites en el infinito: la primera es estrictamente
creciente a +oo, la segunda tiene asintota horizontal y vertical, la tercera presenta
dos asintotas horizontales y la cuarta muestra una grafica tipo “parabola”.

Es necesario que el alumno adquiera los significados de los limites de
funciones en +oo y -o0; por ello se plantea la Cuestion 5 del cuestionario: detectar
el limite cuando la variable independiente tiende a mads infinito en seis funciones
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dadas por sus grdficas. La primera presenta asintotas horizontal y vertical, la
segunda es del tipo “parabola”, la tercera muestra una asintota horizontal,
la cuarta es periddica (sin limite), la quinta consiste en una funcion constante y la
sexta es creciente, estrictamente hacia mas infinito.

El objetivo de esta pregunta es confirmar que lo visto en la clase para algunas
funciones pueda generalizarse a otras, ya que en el desarrollo de la sesion parecia que
el alumnado tenia dificultad en detectar los comportamientos graficos para x — +o
de algunas funciones, en especial cuando aparecian asintotas horizontales.

Cuestion 8. Observa la tabla de abajo y explica porqué crees que las
imagenes conforman una sucesion cuyo limite es 8.

X 290 295 299 .. 3 .. 301 3,05 3,10

fx) 7,41 7,7025 7,94 .. 8§ .. 80601 83025 8,61

Al analizar las cuatro clases, se observo que el profesor no utilizé una tabla
numérica de variacion para introducir el concepto ni el calculo de limites. Las
menciond y, en algun caso, puso ejemplos de valores préximos a un nimero para
aclarar la idea fan cerca como se quiera, pero no lleg6 a plasmarlas ni a estudiarlas
en forma efectiva. Por todo ello, se planted la Cuestion 8, en la que, tomando
valores cercanos al 3, se pretende que el alumno explique si las imdgenes estaban
tan cerca de 8 como para deducir que ese era su limite. Aqui se estaba aplicando
el calculo a limites de sucesiones, cuando el profesor no hablo explicitamente
de ellas en las cuatro sesiones.

Cuestion 10.  Dibuja una grdfica de una funcion f(x) que cumpla las siguientes
condiciones:

a) lim f(x)=0 b)lim /(x)=—4 ¢)lim f(x)=6

d)lim f(x)=+0 )f(3)=2 f)/3f(-4)

En este estudio de limites se potencia el lenguaje grafico frente al analitico y
al numérico, por lo cual se plantea la Cuestion 10, donde se pide a los estudiantes
que dibujen una grafica de funcion, cumpliendo una serie de condiciones. De
manera implicita, la grafica que deben construir va asociada la posibilidad
de que exista o no una asintota vertical, una asintota horizontal hacia +o (pero no
hacia -o0) y dos limites laterales en un punto dado, los cuales sean distintos entre si
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y al valor numérico de la funciéon en dicho punto. El resto de condiciones no
son relevantes. Se intenta que el sujeto razone de manera inversa a la usual (que
extraiga la informacion de una funcion al observar su grafica); es decir, dada
la informacion sobre la funcion, que dibuje una grafica que cumpla todos los
requisitos preestablecidos.

Como resultado de un analisis a priori, se exponen a continuacion los
posibles conflictos semioticos que se pretende detectar en los estudiantes, con
base en cada una de las preguntas del cuestionario. En su elaboracion se ha
respetado el modo en que el manual de uso plantea las cuestiones, pues constituye
el significado institucional pretendido.

TABLA 11
Cuestionario y posibles conflictos semidticos que se pueden detectar.

CUESTIONARIO

CONFLICTOS SEMIOTICOS

Cuestion 1: significados personales sobre
“x tiende a +00”.

Posibles conflictos ligados al infinito.
Sixtiende a +oo, la variable dependiente
también tiende a +oo.

Cuestion 4: significados personales que
relacionen el valor de una funcién en un
punto y su limite en dicho punto a partir de
seis graficas.

El limite de una funcién en un punto
coincide con el valor de la funcion en
dicho punto, o reciprocamente.

La existencia de un limite lateral
es suficiente para la existencia del
limite.

Cuestion 5: saber identificar, entre una

coleccion de seis graficas de funciones,

aquellas que verifican que lim f{(x) =+o0.
X—+0C

Si x tiende a +00, entonces f{x) también.
No reconocer el papel de una asintota
horizontal por el conflicto anterior.
No reconocer el limite en el caso de la
funcion constante.

Cuestion  8:  significados personales
respecto al limite de wuna funcidén
representado en una tabla de valores.

Justificar que el limite es 8 porque lo
es uno de sus limites laterales.
Confundir la sucesion numérica de f{x)
con la de x.

Justificar que el limite es 8 porque es
el valor de la funcién para x=3.

Los puntos suspensivos de la tabla
indican que no puede saberse cual es
el limite.
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Cuestion 10: significados personales acerca | - Sostener que hay datos incompatibles,

del dibujo de la grafica de una funcién bajo dado que el valor de la funcion en x=3

un conjunto de condiciones expresadas en no coincide con el valor de los limites

lenguaje analitico. laterales en ese punto (apartados b,
cye).

- Argumentar la falsedad del apartado
a), ya que si x tiende a infinito la
funcion también.

En el siguiente apartado, que contiene los resultados de las respuestas que
dieron los estudiantes al cuestionario, se iran detectando diversos conflictos
semioticos. Muchos de ellos coincidiran con los que aparecen en la Tabla I1.

8. SIGNIFICADOS PERSONALES

En este apartado se muestran los significados personales declarados por
los estudiantes, los cuales se extrajeron de las respuestas a una prueba de
evaluacion que se aplico a los 17 alumnos que tomaron parte en el proceso
de instruccion, quienes constituian la clase de primero de bachillerato en
Ciencias de la Salud.

El analisis de las respuestas se hizo teniendo en cuenta las entidades primarias
(lenguaje, situaciones, acciones, conceptos, propiedades y argumentaciones),
ya descritas en el apartado 4, que se ponen en juego segun el enfoque
ontosemiotico de la cognicion matematica. En este trabajo se describen los
distintos conflictos semidticos que se detectaron en los alumnos, aunque solo se
explican los resultados de algunas cuestiones.

Resultados de la Cuestion 1.

Los diversos conflictos semidticos que se identificaron en los estudiantes, se han
codificado de la forma siguiente:

Conflictos semioticos argumentales:
CSA-1.1: Si x tiende a +oo implica que y es cada vez mayor.
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CSA-1.2: Si x tiende a +oo implica que f(x) tiende a +oo.
CSA-1.3: Si x tiende a +o implica que f{x) es creciente.
CSA-1.4: Si x tiende a +oc implica que la grafica de f{x)se acerca a OX.

Conflictos semidticos conceptuales:

CSC-1.1: Considera oo como un niimero.

CSC-1.2: Identifica el limite con un calculo algebraico.
CSC-1.3: Identifica y con los valores de x.

Algunos ejemplos de conflictos semioticos son los siguientes:

El alumno 4 da la siguiente respuesta:

&( h\AP!

WoWAD §

QO- &uweﬁau e vog ocev o 1‘\-434 &i v\.{&« uu.nﬂ‘}t & +00

j‘g\ Cowm Smr..,e &;‘L Qe « Qa, x v ‘& o ves was

Epude:

Como se observa, el estudiante asocia el crecimiento indefinido de x
al crecimiento de la funcion hacia mas infinito, y lo corrobora mediante una
grafica. Aqui se detecta el conflicto semiotico CSA-1.2: si x tiende a mas infinito,
entonces f(x) tiende a mas infinito.

Existen casos donde aparecen incongruencias, incluso al expresar que la
funcidn se acerca a mas infinito, como sucede con el alumno 11:

e oo e o D
1) « Tk asoe g cgm v g

G(:O x ko 3’2"%\“ b furson (y) & oo

a 4 O~
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Se aprecia como este alumno, en la primera grafica, vuelve a incurrir en
el conflicto semidtico CSA-1.2, mientras que en la segunda grafica muestra el
conflicto CSC-1.3: identificar y con los valores de x, y el CSA-1.4: si x tiende a
mas infinito, entonces la grafica de f(x) se acerca al eje OX.

Resultados de la Cuestion 4.

Los diversos conflictos semidticos que se distinguieron en los estudiantes fueron
codificados de la forma siguiente:

Conflictos semioticos argumentales:
CSA-4.1: Si una funcion no esta definida en un punto no puede tener limite.
CSA-4.2: No considerar el infinito potencial.

Conflictos semioticos conceptuales:
CSC-4.1: Interpretacion incorrecta del limite al confundir los valores de

¥ por Xx.
CSC-4.2: No reconocer el valor de los limites laterales.

Conflictos semioticos procedimentales:

CSP-4.1: No saber calcular limites laterales por no saber traducir
del lenguaje grafico al analitico.

CSP-4.2: Obliga a que el limite en el punto sea igual al valor de la funcion
en el punto.

A continuacion, se explican algunos de los conflictos semidticos mostrados
por los estudiantes.

Unejemplo interesante corresponde al alumno 1, quien utiliza exclusivamente
el lenguaje analitico y realiza todas las acciones dentro de dicho lenguaje, como
puede observarse a continuacion:
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Los apartados b), d) y f) muestran el conflicto semidtico conceptual
CSC-4.1: interpretacion incorrecta del limite al confundir los valores de y por x;
el apartado e) indica el conflicto semiotico argumental CSA-4.1: si una funcion
no esta definida en un punto, no puede tener limite; por ultimo, el apartado
f) presenta el conflicto CSA-4.2: no considerar el infinito potencial.

Otro caso es el del alumno 4, quien ocupa de manera alternada el lenguaje
natural y el analitico, como se muestra a continuacion:

be)

1=

0"} no {:“t“e &(3) \D:I %(,3) wo &.u v&ores & e\i]e, & @tvo
@o&r{'a Sey ﬂ 4. &(3)

D;‘" ne fh« ntl, & by

»“;3 V?",\AY o sey & = ° 6 @Wﬁ
Ma_{ :: &. ugwes \& o:)q A Foe

Yo ser @ﬁ 3

b(w\ + o0

w23
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Aqui se nota el conflicto semiodtico conceptual CSC-4.1, ya definido en
el alumno anterior, y el conflicto semiotico conceptual CSC-4.2: no reconocer el
valor de los limites laterales.

Resultados de la Cuestion 5

Los conflictos semiodticos que mostraron los estudiantes se han clasificado de la
forma siguiente:

Conflicto semiotico argumental:
CSA-5.1: Si x— +oo, entonces f(x)—> +oo

Conflictos semioticos conceptuales:

CSC-5.1: Identificar valores de y con los de x

CSC-5.1’: Confundir y=3 con x=3.

CSC-5.2: Calcula el limite cuando x— —oo de forma incorrecta, y justifica
que al ser los limites laterales distintos no hay limite y, por tanto,
no se verifica la cuestion.

CSC-5.3: Confunde la grafica de la funcion con la asintota en el apartado c).

Algunos conflictos semidticos que se detectaron en los alumnos fueron:

Para el caso del alumno 4, se observa que utiliza en todos los apartados los
lenguajes analitico y natural, pasando del primero al segundo:
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En los apartados a), c¢), d) y e) aparece ¢l conflicto semiético conceptual
CSC-5.1: identificar valores de y con los de x. Asimismo, se observa el conflicto
semiotico proposicional CSA-5.1: si x tiende a mas infinito, entonces f(x) tiende a
mas infinito.

Por su parte, el estudiante 9 no contesta algunos incisos como requiere la
pregunta que se le plantea; sin embargo, responde con datos que no se le piden:
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Aqui se detecta el conflicto semidtico conceptual CSC-5.1, ya descrito
anteriormente.

Resultados de la Cuestion 8.

Los diversos conflictos semioticos detectados en los estudiantes se han catalogado
de la forma siguiente:

Conflictos semidticos argumentales:

CSA-8.1: Si en la tabla aparecen puntos suspensivos para f(x), entonces no
puede saberse cual es su limite.

CSA-8.2: El hecho de dos sucesiones que se acercan al 8 implica una grafica
simétrica.

CSA-8.3: Si existe uno de los limites laterales, es suficiente para la existencia
del limite.

CSA-8.4: El hecho de que la funcion sea creciente implica que no puede
saberse el limite.

Conflictos semidticos conceptuales:

CSC-8.1: Asignar a la variable x los valores de la variable y (el alumno
escribe x—>8 ; x—>8").

CSC-8.2: Creencia de que el limite no es alcanzable.

CSC-8.3: Aceptar como limite en un punto el valor de su imagen, sin tomar
en cuenta los limites laterales.

A continuacion, se describen algunos de los conflictos semidticos identificados
en los alumnos:

En el alumno 1 puede observarse que solo utiliza el lenguaje natural, y las
acciones estan dentro de este lenguaje:
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La respuesta indica la presencia de los conflictos semidticos conceptuales
CSC-8.1: asignar a la variable x los valores de la variable y (el alumno escribe
x—8 ; x—>8"), y el CSC-8.2: creencia de que el limite no es alcanzable.

El ultimo ejemplo corresponde al alumno 14, quien moviliza los lenguajes
grafico y natural, y realiza las acciones del primero al segundo, como se nota en
su respuesta:

& dehido o Qe & rowa d. (o t?w['(,\oc\
ok . Cecimicudo. 6 Oreciank

Este alumno presenta el conflicto semiodtico conceptual CSC-8.3: aceptar
como limite en un punto el valor de su imagen, sin tomar en cuenta los limites
laterales.

Se incluye a continuacion la Tabla 111, donde aparece el porcentaje de
respuestas correctas por cuestiones, junto con los porcentajes de los tipos
de conflictos semioticos ya descritos.
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TABLA 1II
Porcentaje de respuestas correctas por cuestion, con indicacion de los
tipos de conflictos semidticos.

. Cs. C.s. Cs.
CUESTION | CORRECTA CONCEPTUAL | ARGUMENTAL | PROCEDIMENTAL
1 23.53 29.41 76.47 -
4 81.37 7.84 1.96 4.90
5 83.33 11.76 0.98 -
8 52.94 17.65 23.53 -

La ausencia del registro numérico en este tipo de cuestiones propicia que
los estudiantes incurran en conflictos semidticos como los descritos, ya que en
el significado institucional implementado se utiliz6 dicho registro de manera
escasa.

Ahora bien, las dos cuestiones que muestran un porcentaje mas alto de
respuestas correctas son la 4 y la 5, que corresponden a interpretaciones
de funciones dadas por su grafica y sus limites, lo cual es congruente con el
significado institucional implementado, ya que incide fundamentalmente en tales
aspectos. No obstante, los alumnos también revelan conflictos semioticos; por
ejemplo, confunden las dos variables o no interpretan correctamente el valor de
los limites laterales.

9. CONCLUSIONES

El estudio que expusimos en este articulo forma parte del trabajo de tesis
de Garcia (2008), y corresponde a un proceso de estudio sobre la nocion de limite de
una funcién en el que no se estudia el significado métrico-analitico, sino un
significado intuitivo que, prescindiendo de € y d, centra su atencion en los
aspectos geométricos, infinitesimales y numéricos de dicho objeto matematico.

Por tanto, en respuesta a la primera pregunta de investigacion, jcudl es el
significado del limite que pretende el profesor poner en practica en el aula?,
el docente pone en practica el significado grdfico, el cual esta asociado a la idea
de que se responda el concepto limite de una funcidon con motivos graficos. En
segundo lugar, aplica el significado infinitesimal, que corresponde a la idea de una
aproximacion intuitiva numérica, donde se obtiene el limite al sustituir la variable
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x por el valor al que tiende dicha variable. Por ultimo, realiza el significado
numérico, que se asocia a la justificacion tabular, incluso implicita, del limite.
Aqui se responde la tercera pregunta, jcomo coordinar los aspectos intuitivo-
geomeétricos, inherentes al desarrollo epistemologico-evolutivo del limite, con
los numéricos?, ya que se trata de que el profesor profundice en el significado
numeérico; por ejemplo, que ocupe una calculadora o lo ligue continuamente al
significado grdfico.

En principio, podria pensarse que, dado que se prescinde en la clase de
la métrica del limite, no serian demasiadas las dificultades que se presentarian
al momento de la evaluacion de resultados. Sin embargo, como se muestra a
lo largo del trabajo, son numerosos los conflictos de significado que aparecen
en las respuestas de los estudiantes, lo cual indica que el concepto de limite de
una funcion estd dotado de un fuerte complejidad ontosemidtica y, por tanto,
se encuentra lejos de que sea un objeto matematico transparente para los alumnos.
Por estas razones se empled el marco conceptual del enfoque ontosemiodtico de
la cognicion matematica (Godino, 2002), ya que permite relacionar los elementos
semidticos con los ontologicos e instruccionales.

En respuesta al segundo interrogante del problema de investigacion,
Jqué tipo de conflictos semioticos potenciales pueden mostrar los manuales
y qué tipo de conflictos semioticos efectivos pueden incidir en las actividades de
los alumnos con el citado objeto matematico?, por una parte, como se indica en
el apartado 6, la ausencia del significado numérico en el manual de referencia
provoca un conflicto semiotico potencial. Ademas, como indica la Tabla II, son
numerosos los conflictos semioticos que presentan los alumnos en sus respuestas
a las tareas propuestas.

Para responder a las dos Glltimas interrogantes del problema de investigacion:
Json transferibles ciertos procedimientos de cdlculo de limites del profesor
al alumno? y /;qué influencia pueden tener los conflictos semioticos en las
posibles no transferencias de dichos procedimientos?, tendremos en cuenta que
la proliferacion de conflictos semioticos, incluidos en la Tabla II del apartado 7,
nos indica que en algunos casos resulta dificil que se dé tal transferencia, ya que
los conflictos semidticos son los responsables de su posible ausencia.

Aunque en el estudio completo se analizaron los significados de referencia
del limite, asi como el significado implementado, este trabajo se ha centrado
en el significado pretendido, que se estudid por medio del manual usado por el
profesor, y en los significados personales de los alumnos participantes en la
investigacion, que fueron analizados mediante un cuestionario que se elaboro
a partir de los resultados de las sesiones de clase observadas.
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Ahora bien, para realizar el analisis ontosemiotico del significado pretendido
se utiliz6 la idea de configuracion epistémica, puesto que este constructo permite
visualizar los elementos de la actividad matematica relacionados entre si.
Se desarrollaron dos tipos de analisis. El primero, de indole macro, abarco la
configuracion global y las configuraciones parciales correspondientes al objeto
limite de una funcion, el cual facilité la extraccion de los puntos criticos o centros
de interées especificos explicativos sobre las diversas dificultades que presentaron
los sujetos a lo largo del proceso de estudio. El segundo, de caracter micro, se
centr6 en las configuraciones puntuales de los puntos criticos detectados, con
el objetivo de poder hacer explicitas sus entidades primarias y los conflictos
semioticos potenciales implicados.

En el analisis sobre los significados personales de los estudiantes se utilizo
un cuestionario de once items, que se hizo a partir de los resultados de las sesiones
de clase observadas. Dicho instrumento propuso cuestiones que permitieron
observar el afloramiento de numerosos conflictos semidticos en los alumnos.
Para una mayor clarificacion, los clasificamos en argumentales, conceptuales y
procedimentales, apoyandonos en los puntos de si respondian a argumentaciones
falsas de los alumnos, a la aplicacion incorrecta de conceptos o al desarrollo
erroneo de procedimientos.

Aunque, por razones de espacio, tuvimos que centrarnos solamente en cuatro
de las once cuestiones planteadas a los alumnos, parece conveniente citar aquellos
conflictos semidticos mas frecuentes en las respuestas al cuestionario completo.
Por ejemplo, identificar y con los valores de x se presenta 47 veces; una funcion
crece indefinidamente cuando ésta tiene a mas infinito se ha detectado 10 veces;
relaciona los ideas de aproximaciones y los limites laterales con la existencia de
asintotas verticales se muestra 19 veces; el limite en un punto es el valor de la
funcion en ese punto se repite 39 veces. Sin embargo, el conflicto considerar al
infinito como un numero, que es una concepcion detectada por Oehrtman (2009),
solo aparecié dos veces en nuestra investigacion.

Por tanto, la forma intuitiva del limite que prescinde de la definicion métrica
provoca un conjunto de dificultades para el alumno, que debemos considerar en
nuestras clases. Ademas, dado que las sesiones han correspondido a unas clases
efectivamente impartidas en un centro tipo de la provincia de Jaén, Espaifia,
y aunque habria que hacer mas aplicaciones del estudio para poder generalizar
algunas consecuencias, cabe inferir que los resultados de este trabajo puedan
ser tomados en cuenta por los profesores que se enfrenten al concepto elemental
del limite de una funcion.
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Nuestra conclusion es que el modelo de analisis didactico que empleamos
en este articulo resulta util para investigar la practica de los profesores de
matematicas. De acuerdo con los seminarios de formacion que se imparten a los
docentes de secundaria, también es interesante para aquel profesorado que quiera
reflexionar sobre su propia practica.
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ANEXO

CUESTIONARIO SOBRE EL LIMITE DE UNA FUNCION

1) (Qué significa la expresion “x tiende a +o0”? Responde aclarando con
ejemplos y detallando tus respuestas.

2) (Qué entiendes por la expresion “una funcion crece indefinidamente”?
Responde aclarando con ejemplos y detallando tus respuestas.

3) (Qué entiendes por la expresion “x se aproxima a 3”? Responde
aclarando con ejemplos y detallando tus respuestas.

4) Estudia, para cada una de las siguientes graficas, si existe o no f(3); y si
existe o no el limite cuando x tiende a 3 de f(x), especificando el valor de
sus limites laterales:

a) b) c)

d) e) f)

J(/‘3\ r~

5) (Cuales de las funciones, cuyas representaciones graficas son las de la
figura de abajo, crees que verifican Jim fx) =teo? Explica, uno a uno,
los motivos de decision.
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a)

-

d)

iul

\

V

V'V

[/~

f)

o . 4

6) Hallar los limites en los puntos x=0; x=2 y x=3 para la funcion cuya

grafica es:

y.

yar

7) Hallar los limites para - 0 ; 0 ; 4 y + o para la funcion, cuya grafica es:
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8) Observa la tabla de abajo y explica porqué crees que “las imagenes
conforman una sucesion cuyo limite es 8”.
X 290 2,95 299 .. 3 300 3,05 3,10
f(x) | 7,41 7,7025 7,94 .. 8 8,0601 8,3025 8,61

9) Calcula lim (x2-1) y justifica como lo has hecho.

x—2

10) Dibuja una grafica de una funcion f(x) que cumpla las siguientes

condiciones.
a)lim f(x)=0 b)lim f(x)=—4 ¢)lim f(x)=6
X—>+0 x—3" x—3*
d)lim f(x)=+0 €)f3)=2 f)/F ()

11) Fijate en las tablas siguientes y razona si existe o no, y porqué el limite
cuando x tiende a 1.
X 09 099 0999 .. 1 .. 1,000 1,01 11
f(x) 3 3 3 .0 . 0,001 0,01 0,1
X 0,9 0,9 0,999 1 1,001 1,01 1,1
fix) |-0,1 -0,10 -0,001 - 0,001 001 0,1
X 09 099 099 .. 1 .. 1,001 1,00l 1,1
fix) |1,9 199 1999 .. 4 .. 2000 201 21
X 09 0,99 0,999 1 1,001 1,01 1,1
f(x) 1,9 1,99 1,999 — 0,001 0,01 0,1
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