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RESUMEN

Esta investigacion analiza cdmo los estudiantes de secundaria
comprenden y desarrollan el concepto de funcién a través
de una secuencia didactica que utiliza la caida libre como
fendmeno de estudio. Enmarcada en la Educacién Matematica
Realista, la secuencia promueve un aprendizaje activo y
motiva la transicion desde el conocimiento informal hacia el
formal. La metodologia comprende etapas de anticipacion,
experimentacion, analisis mediante el software Tracker y
formulacién algebraica. Este disefio didactico motiva a que
los alumnos transiten desde una percepcion intuitiva hacia
una comprensién abstracta y general de las funciones. Los
resultados destacan avances en la habilidad de los estudiantes
para vincular distintas representaciones de funciones, graficas,
algebraicas, tabulares o descriptivas. El uso de la herramienta
Tracker fue fundamental al apoyar la visualizacién y analisis
de los datos. La investigacion concluye que la matematizacion
progresiva y el aprendizaje activo son utiles para una
comprension integral y versatil de las funciones.

ABSTRACT

This research examines how high school students understand
and develop the concept of function through a didactic sequence
that uses free fall as the phenomenon of study. Framed within
Realistic Mathematics Education, the sequence fosters active
learning and encourages the transition from informal to formal
knowledge. The methodology includes stages of anticipation,
experimentation, analysis using Tracker software, and
algebraic formulation. This didactic design motivates students
to move from an intuitive perception to an abstract and general
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understanding of functions. The results highlight students’
progress in linking different representations of functions,
whether graphical, algebraic, tabular, or descriptive. Using the
Tracker tool was fundamental in supporting the visualization
and analysis of the data. The research concludes that progressive
mathematization and active learning are helpful for a
comprehensive and versatile understanding of functions.

RESUMO

Esta pesquisa analisa como os estudantes do ensino médio
compreendem e desenvolvem o conceito de fungdo através
de uma sequéncia didatica que utiliza a queda livre como
fendmeno de estudo. Enquadrada na Educagdo Matematica
Realista, a sequéncia promove uma aprendizagem ativa e
motiva a transi¢do do conhecimento informal para o formal.
A metodologia compreende etapas de antecipagao,
experimentacdo, analise por meio do software Tracker e
formulagdo algébrica. Este desenho didatico motiva os alunos
a passarem de uma percepgéo intuitiva para uma compreensao
abstrata e geral das fung@es. Os resultados destacam avangos na
habilidade dos estudantes de vincular diferentes representacées
de funcgdes, sejam graficas, algébricas, tabulares ou
descritivas. O uso da ferramenta Tracker foi fundamental para
apoiar a visualizacao e andlise dos dados. A pesquisa conclui
que a matematizacao progressiva e a aprendizagem ativa sdo
Uteis para uma compreensao integral e versatil das fungdes.

RESUME

Cette recherche examine comment les éléves du secondaire
comprennent et développent le concept de fonction a travers
une séquence didactique qui utilise la chute libre comme
phénoméne d’étude. Encadrée dans I’Education Mathématique
Réaliste, la séquence favorise un apprentissage actif et
encourage la transition de la connaissance informelle vers la
connaissance formelle. La méthodologie comprend des étapes
d’anticipation, d’expérimentation, d’analyse a I’aide du logiciel
Tracker et de formulation algébrique. Ce design didactique
motive les éléves a passer d’une perception intuitive a
une compréhension abstraite et générale des fonctions. Les
résultats soulignent des progreés dans la capacité des étudiants
arelier différentes représentations de fonctions, graphiques,
algébriques, tabulaires ou descriptives. L'utilisation de I'outil
Tracker a été fondamentale pour soutenir la visualisation
et I’analyse des données. La recherche conclut que la
mathématisation progressive et I’apprentissage actif
sont utiles pour une compréhension intégrale et polyvalente
des fonctions.
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1. INTRODUCCION

En la educacion secundaria se inicia el estudio de las funciones, un concepto
esencial de la matematica avanzada y una base fundamental para el calculo. En
la ensefianza mas tradicional se suele pedir a los estudiantes que reconozcan y
registren las propiedades de las funciones a través de la observacion de ejemplos,
llevando a una generalizacion implicita (Bloch, 2003). En este enfoque no se hace
énfasis en las reglas o principios fundamentales que subyacen en estos ejemplos;
por ende, los estudiantes pueden identificar ciertas caracteristicas o comportamientos
al ver su aplicacion en situaciones especificas, pero sin una comprension profunda
o formalizada de por qué estas propiedades son universales o como se derivan
de principios matematicos mas fundamentales, como la idea de relacion entre
variables (Falcade et al., 2007).

El enfoque procedimiental de ensefianza matemética a menudo resulta
en un entendimiento basico de sus conceptos. Los estudiantes pueden ser
habiles en la identificacion de patrones o en la aplicacién de reglas en escenarios
familiares, pero no poseen las habilidades necesarias para explicar o justificar
estos conceptos, ni para aplicarlos en contextos mas desafiantes. Cuando se
requiere una comprensién integral del concepto de funcién es necesario
desarrollar habilidades para la interpretacion cualitativa de funciones (Best y
Bikner-Ahsbahs, 2017), para discernir el comportamiento de las graficas, y para
transferir y aplicar conocimientos sobre las funciones en diversas formas de
representacion (Duval, 2006).

Por otra parte, la ensefianza procedimental de las funciones suele centrarse
0 hacer énfasis en una sola representacién, generalmente la algebraica, lo
cual puede resultar en una comprension parcial del concepto por parte de los
estudiantes. Esta limitacion se debe a una ensefianza que no promueve el transito
entre diferentes formas de representacion, y que lleva a los alumnos a percibir las
funciones meramente como formulas o ecuaciones, sin comprender su significado
méas amplio. Esta visidn obstruye la habilidad de los estudiantes para aplicar el
concepto de funcion en diversos contextos matematicos. Una comprension
integral de las funciones implica la habilidad de conectar y convertir entre
representaciones gréficas, algebraicas, tabulares y verbales, asi como identificar
sus conexiones (Andrade y Saraiva, 2012).

En respuesta a estos desafios, la adopcion de nuevas metodologias de
ensefianza es fundamental para trascender la comprensién fragmentaria de los
conceptos matematicos y promover un entendimiento mas integral y flexible.
El estudio de las funciones matematicas debe ser producto de una sintesis de
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distintos escenarios donde se establezcan relaciones funcionales y de
representaciones matematicas. Para ello se requiere una metodologia que fomente
en los estudiantes la conexion entre su conocimiento previo y las experiencias
con el contenido matematico, permitiéndoles comprender las funciones no
como entidades autébnomas, sino como conceptos aplicables en una variedad
de contextos y representaciones, incluyendo graficos, ecuaciones y tablas. La
flexibilidad, en este marco educativo, alude a la habilidad y la disposicion de
los estudiantes para transitar entre distintas perspectivas interpretativas de las
relaciones funcionales y para manejar diversas representaciones.

Un enfoque emergente para la ensefianza de las funciones es la modelacion
matematica que plantea Ortega y Puig (2017), perspectiva que se centraen la
aplicacion practica de conceptos matematicos para entender y resolver problemas
del mundo real. De acuerdo con estos autores, la modelacion no solo se enfoca en
encontrar la solucion a un problema, sino también en el proceso de llegar a esa
solucion. Esto incluye la formulacién del problema, la seleccién de herramientas
matematicas adecuadas, la interpretacion de resultados y la validacion del modelo.
Por otra parte, la modelacion fomenta el pensamiento critico y la reflexion sobre
el propio aprendizaje, ya que los estudiantes no solo aplican conceptos
matematicos, sino que también reflexionan sobre su eleccién de modelos y
métodos, lo cual desarrolla habilidades metacognitivas. Finalmente, este enfoque
propicia la colaboracién entre los estudiantes al compartir ideas, cuestionar
supuestos y llegar a un entendimiento mas profundo del problemay de las
matematicas involucradas.

Ortega y Puig (2017) destacan que entre las cualidades relevantes de la
modelacion matematica esta la oportunidad de emplear datos reales para
explorar fendmenos mediante funciones. Esta caracteristica tiene implicaciones
pedagogicas importantes al promover el desarrollo de habilidades de investigacion
y de anélisis critico, ya que los estudiantes deben recolectar, procesar y examinar
datos para la construccion de modelos matematicos. El uso de datos auténticos
evidencia la relevancia de las matematicas en situaciones reales y puede
potenciar el interés y la motivacion de los estudiantes, ademés de que favorece la
identificacion de variables y la forma en que se relacionan.

La investigacion de Arzarello y Robutti (2004) constituye un punto
de referencia en la ensefianza de funciones mediante la modelacién. En su
investigacién reportan una experiencia educativa donde los estudiantes usan
sensores de movimiento y calculadoras gréafico-simbdlicas para generar y
representar datos en gréficas y tablas numéricas, en las que se expresan distintos
tipos de movimiento, como los uniformes y acelerados. Esta practica permite a los
estudiantes visualizar la aplicacion de funciones matematicas en la modelacion
de movimientos reales. En una linea similar, Ortega et al. (2019) emplean la
modelacion para estructurar fendmenos fisicos, integrando magnitudes fisicas
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para fomentar el aprendizaje matematico y las practicas cientificas. Modelar
un fendmeno, segun estos autores, implica la creacion de un modelo que sea
descriptivo, explicativo y predictivo, sin excluir otras posibles interpretaciones de
este. En su estudio desarrollaron recursos didacticos para estudiar funciones
lineales y cuadraticas usando tabletas electronicas y modelacion matematica de
fendmenos fisicos. Los estudiantes utilizaron aplicaciones de tabletas para recolectar
datos experimentales y buscaron expresiones algebraicas que describieran
Optimamente los fendmenos. Este proceso incluyd la interpretacion y validacion del
modelo con relacién al fendmeno real, motivando a los estudiantes a definir
funciones y a reflexionar sobre su aplicabilidad en el mundo real.

La metodologia de modelado en la educacion matematica, segln
Rodriguez-Gallegos y Quiroz-Rivera (2016), se fundamenta en la resolucion de
problemas situados en contextos significativos que justifican la formulacion
de representaciones matematicas como graficos, figuras y diagramas. Estos
problemas también deben motivar razonamientos matematicos especificos y
evocar el uso de herramientas y conceptos matematicos relevantes (Gravemeijer,
2007). Bajo la dptica de Freudenthal (2002), se considera a las matematicas como
una construccioén de la actividad humana, lo cual respalda que la ensefianza
mediante modelacion fomente una reinvencion guiada. En este proceso, los
estudiantes emulan la matematizacion historica de la humanidad, partiendo
de sus estrategias informales, ideas e intuiciones estrechamente vinculadas al
contexto para avanzar hacia formulaciones cada vez mas abstractas y formales.

1.1. Propdsito de la investigacion

El objetivo de esta investigacion es analizar el proceso de matematizacion
progresiva llevado a cabo por estudiantes de secundaria al realizar la modelacion de
un experimento de caida libre de un balon, utilizando el software Tracker
como herramienta de apoyo. La principal contribucion de este estudio consiste
en desarrollar un marco analitico que permita identificar a detalle el proceso
de matematizacion y su relacion con el aprendizaje del concepto de funcion.

2. MARcO TEORICO

La Educacion Matematica Realista (EMR) se caracteriza principalmente por
enfocarse en el estudiante y por la importancia que le otorga a su desarrollo personal
(van den Heuvel-Panhuizen, 2020). Este enfoque se caracteriza por el respeto y la
consideracion de las concepciones y experiencias individuales de los estudiantes,
utilizandolas como puntos de partida para la ensefianza y el aprendizaje.
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En EMR, los estudiantes desarrollan diversas estrategias dentro de
contextos especificos, lo que les ayuda a comprender lo que estan haciendo
maés alla de los términos matematicos formales. El proceso de alcanzar un nivel
formal en matematicas puede extenderse a lo largo de varios afios, permitiendo a
los estudiantes adquirir una comprensién conceptual profunda acerca de como
funcionan los procedimientos, donde se aplican y cdmo se conectan con otras
areas de las matematicas. Se observa que este enfoque puede cambiar la actitud
de los estudiantes frente a las matematicas a una mas positiva al proporcionar
situaciones naturales y actividades que fomentan la participacion activa y diversa
(van den Heuvel-Panhuizen, 2020).

De acuerdo con Kaur et al. (2020), la EMR se sustenta en seis principios
fundamentales que guian el proceso de ensefianza y aprendizaje. En primer lugar,
destaca el principio de actividad, que concibe a los estudiantes como agentes
activos en su propio proceso educativo. Enseguida, el principio de realidad enfatiza
la importancia de iniciar la educacién matematica con problemas practicos,
preparando a los estudiantes para aplicarla en contextos reales. El principio de
nivel reconoce la progresion en el aprendizaje matematico, desde su comprension
informal hasta el entendimiento formal de las relaciones entre conceptos y
estrategias. Por su parte, el principio de entrelazamiento enfatiza en la integracién
de los diversos dominios matematicos en problemas complejos en lugar de
tratarlos como capitulos aislados. El principio de interactividad resalta el caracter
social del aprendizaje matematico. Finalmente, el principio de orientacion subraya
el papel activo de los docentes en dirigir y apoyar el aprendizaje de los estudiantes
a través de programas basados en trayectorias coherentes y a largo plazo.

Selter y Walter (2020) sefiala que en la EMR el aprendizaje es consecuencia
de la matematizacion progresiva. Este proceso se refiere a la actividad de integrar,
organizar y estructurar los conocimientos y habilidades adquiridos para descubrir
regularidades, conexionesy estructuras desconocidas hasta entonces. Esto debe
ser natural y debe permitir que los estudiantes contribuyan tanto como sea
posible al proceso de ensefianza y aprendizaje. Se enfatiza que la matematizacion
debe ser una actividad (re)constructiva estimulada por la integracion de ideas,
un proceso a largo plazo desde lo concreto a lo abstracto, facilitada por la reflexion
sobre los procesos de pensamiento propios y los de los demas participantes,
y siempre enmarcada en un contexto sociocultural.

La matematizacién progresiva en la EMR tiene dos componentes
interrelacionados: la matematizacion horizontal y la vertical. La matematizacion
horizontal se describe como un puente desde el mundo real a las matematicas
formales y simbdlicas, en otras palabras, se refiere al proceso de conectar
las experiencias y el conocimiento del mundo real con las matemaéticas formales.
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Este proceso implica traducir situaciones de la vida real a un lenguaje y modelos
matematicos, sirviendo como un puente entre el mundo real y el mundo de las
matematicas formales y simboélicas. La matematizacién horizontal se refiere
esencialmente a coémo los estudiantes aplican su conocimiento matematico en
contextos practicos, como extraeny formulan problemas a partir de situaciones
reales. Este proceso implica identificar los aspectos matematicos relevantes de una
situacion real, formular preguntas matematicas, y usar representaciones matematicas
(como graficos, tablas o ecuaciones) para analizar y resolver las situaciones.

Por otra parte, la matematizacion vertical se refiere a actividades dentro del
ambito formal y simbdlico, es decir, se refiere a como los estudiantes profundizan
y refinan su comprension de los conceptos matematicos, pasando de una
superficial o procedimental a una més estructurada y abstracta. Es importante
destacar que un estudiante solo podra alcanzar un nivel superior de matematicas
mediante la matematizacion vertical, lo que incluye actividades como reorganizar,
sistematizar y vincular estructuras matematicas. Se trata de un proceso de
desarrollo y conexidn de ideas matematicas mas abstractas y avanzadas a partir
de los conocimientos existentes. Sin embargo, no debe haber una distincion
estricta entre las actividades de matematizacion horizontal y vertical, ya que estos
procesos pueden entrelazarse y dependen de la situacion especifica, la persona
involucrada y su entorno. (Selter y Walter, 2020).

De acuerdo con van den Heuvel-Panhuizen (2020), este enfoque busca que los
estudiantes no solo apliquen férmulas y procedimientos de manera mecanica, sino
que comprendan y descubran las matematicas a través de sus propias experiencias
y razonamientos. Al utilizar sus propias palabras y estrategias personales, los
estudiantes construyen una base s6lida de comprension antes de moverse hacia el
aprendizaje de técnicas mas formalizadas. Esta integracion respeta y aprovecha
la capacidad del estudiante para hacer sentido de su entorno y desarrollar su
pensamiento matematico de una manera significativa y contextualizada.

En la EMR, las representaciones juegan un papel fundamental como
herramientas mediadoras en el proceso de aprendizaje. En esta perspectiva
se busca que los estudiantes aprendan matematicas a través de una variedad
de representaciones y establezcan conexiones entre ellas. Las primeras
representaciones en la EMR son cruciales porque constituyen el punto de partida
para el desarrollo del pensamiento formal. Al comenzar con representaciones que
son significativas y contextualizadas en experiencias reales, los estudiantes
pueden construir gradualmente una comprension formal. Este proceso comienza
con lo concreto y tangible, lo que permite que los estudiantes vean la matematica
como algo relevante y aplicable a sus vidas antes de moverse hacia una abstraccion
y formalizacion mas profundas (Kaur et al., 2020).
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De acuerdo con Bressan et al. (2016), en el proceso de matematizacion
progresiva los estudiantes atraviesan un proceso que implica el desarrollo
y evolucidn de los modelos matematicos a través de cuatro niveles de compresion:
situacional, referencial, general y formal. En el nivel situacional, los modelos
funcionan como “modelo de”, estando estrechamente ligados a situaciones
problematicas especificas. Estos modelos representan las situaciones a las que se
enfrentan los estudiantes de manera directa y concreta. A medida que avanzan
al nivel referencial, estos modelos comienzan a despegarse ligeramente de las
situaciones particulares, manteniendo todavia un caracter de “modelo de”,
pero mostrando signos de generalizacién. La transicion hacia el “modelo para”
se hace mas evidente en el nivel general. Aqui, los modelos no sélo representan
situaciones especificas, sino que también sirven como herramientas para razonar
matematicamente en un espectro mas amplio de contextos. Estos modelos se
convierten en medios generales y formales para la comprension y aplicacion
matematica, extendiendo su utilidad més alla de las situaciones particulares iniciales.
Finalmente, en el nivel formal los modelos son herramientas matematicas
abstractas y generalizables, aplicables tanto dentro como fuera de la matematica.
Los estudiantes utilizan estos modelos para comprender, operar y explorar conceptos
matematicos, aplicAndolos en una variedad de contextos y situaciones. Este
progreso refleja el desarrollo desde una comprension concreta y situacional de los
problemas matematicos hacia una comprension mas abstracta y generalizada donde
los modelos sirven como poderosas herramientas para el razonamiento y la aplicacion
matematica. La Figura 1 muestra la relacién de los cuatro niveles de comprension y
sus rasgos de acuerdo con Bressan et al. (2016).
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Figura 1. Descripcién del proceso de matematizacidn progresiva
Nota. Fuente: Tomado de Bressan et al. (2016, p. 7)
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3. METODOLOGIA

3.1. Disefio de la actividad

En la EMR, las situaciones o problemas utilizados para la ensefianza tienen
caracteristicas distintivas. Primero se ofrece a los estudiantes espacio para emplear
notacion y razonamiento informal. Ademas, los contextos de las tareas estan
disefiados para ser motivadores y de apoyo, permitiendo a los estudiantes explorar
sus habilidades sin las restricciones que a menudo impone la notacion formal. Otro
aspecto importante es el uso de problemas abiertos que permiten a los estudiantes
responder con estrategias individuales y trabajar a diferentes niveles, revelando
asi lo que son capaces de hacer. Finalmente, se promueve que los estudiantes
razonen sobre sus respuestas y escriban notas o reflexiones.

Teniendo en cuenta las caracteristicas mencionadas, se desarrollé una
secuencia didactica de modelacién de la caida libre de un balon, el cual es un
experimento que no requiere una explicacién adicional. A pesar de que el analisis
de este experimento en términos de cinematica involucra conceptos abstractos como
movimiento uniformemente acelerado, constante de gravedad y velocidad, la
actividad se basa exclusivamente en la relacion entre el tiempo y la posicion
paraestudiar el movimiento. La secuencia didactica permite a los estudiantes la
oportunidad de expresar ideas intuitivas y conocimientos de una manera mas
detallada a través de la formulacidn de representaciones matematicas, el analisis de
condiciones iniciales y la formulacién de conjeturas.

Siguiendo con el planteamiento de Selter y Walter (2020), en esta secuencia
didactica los estudiantes son considerados como productores de matematicas en
lugar de ser simplemente receptores pasivos de conocimientos matematicos
preestablecidos. Se motiva a que los estudiantes desarrollen sus propias estrategias
para resolver problemas, y luego profundizar y mejorar esos métodos a través de
la interaccion con otros estudiantes y con el docente. El proceso de aprendizaje se
describe como una transicion de “invenciones a convenciones”, lo que significa
que se estimula a los estudiantes a innovar y, posteriormente, sus métodos pueden
convertirse en parte del conocimiento matematico convencional compartido.

La secuencia didactica se integra de cuatro fases. En la primera fase, el
profesor inicia la actividad proporcionando una breve introduccién verbal que
describe la situacion de un balén en caida libre desde una altura especifica. En
esta etapa se solicita a los estudiantes crear una grafica cartesiana en papel blanco
con total libertad para seleccionar las variables, definir el sistema de referencia
y dar forma a la gréafica. El objetivo principal es que los estudiantes utilicen sus

Relime 26 (2), Julio 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

156 R. I. GONZALEZ-POLO, A. CASTANEDA

conocimientos previos, ideas y concepciones para anticipar la forma de la grafica.
En la segunda fase se lleva a cabo el experimento real y se graba utilizando un
dispositivo movil. Este video se emplea posteriormente para realizar mediciones
precisas y construir una tabla de datos. La finalidad de esta fase es fomentar la
reflexidn sobre el significado de las variables y analizar su relacion a partir
de la informacion recopilada en la tabla de datos. En la tercera fase se repite
el experimento y se introduce el uso del software Tracker, lo que simplifica la
obtencion de las coordenadas de posicion-tiempo y facilita el analisis cualitativo
de la gréafica resultante, este ultimo se hace en comparacion con la gréfica inicial
en la cuarta fase. En esta fase también se exploran métodos para la formulacion
algebraica de una funcién cuadratica.

La secuencia didactica se disefid considerando dos momentos para la
validacién interna de los resultados obtenidos por los estudiantes. EI primero
tiene lugar cuando el software genera la grafica del experimento, lo que brinda
a los estudiantes la oportunidad de comparar sus propias graficas, examinar sus
particularidades, evaluar su ubicacion en el sistema de referencia y reflexionar
sobre posibles errores. EI segundo momento se presenta al final del proceso,
cuando se hace la confrontacion de las tres graficas y se realiza un analisis
exhaustivo, tanto cualitativo como cuantitativo, de sus caracteristicas.

3.2. Procedimiento para la obtencién de datos

Con el proposito de analizar el proceso de matematizacion progresiva durante la
implementacién de la secuencia didactica, se llevaron a cabo diversas acciones de
recopilacién de datos. Estas incluyeron la recoleccion de hojas de trabajo completadas
por los estudiantes, la grabacion de videos de las sesiones colectivas, grabaciones
de audio de conversaciones de los equipos, la obtencion de fotografias del contenido
en el pizarrén y la recopilacion de archivos generados por el software Tracker.

3.3. Categorias de analisis

Para estudiar el proceso de matematizacion progresiva se construy6 una matriz
que integra los cuatro componentes fundamentales de la EMR, los principios
fundamentales que guian la ensefianza, los componentes de la matematizacion
progresiva, los niveles de comprension y las fases de la actividad. Esta matriz
proporciona una vision integral y estructurada de la EMR, y ayuda a identificar
cémo se aplican y se interrelacionan los principios fundamentales en cada etapa
de la secuencia didéctica.

(co) Relime 26 (2), Julio 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

APRENDER FUNCIONES COMO UN PROCESO DE MATEMATIZACION PROGRESIVA

TABLA |

157

Matriz que integra el marco de la EMR y la secuencia didactica

Fases de la Principios Matematizacion Niveles de Comprension
Actividad / Fundamentales Progresiva
Componentes
Fase 1: Principio de Matematizacion Nivel situacional:
Introducciony actividad y realidad: horizontal: La anticipacion basada
Anticipacion  Los estudiantes se Conectar conocimientos  en situaciones reales
involucran activamente  previos con la realidad ancla el aprendizaje
en problemas practicos  matematica promueve matematico en
y realistas, lo cual la relevancia y experiencias concretas,
despierta su interés y aplicabilidad de las lo que ayuda a los
curiosidad, fomentando matemaéticas, facilitando estudiantes a construir
una actitud proactiva una comprension mas significado.
en el aprendizaje. intuitiva.
Fase 2: Principio de nivel y Matematizacion Nivel referencial:
Experimento  entrelazamiento: horizontal y vertical: El analisis de datos
y Datos La observacion y La transicion de lo reales proporciona
andlisis de datos concreto a lo una base para que los
concretos permite a simbolico es crucial estudiantes comiencen
los estudiantes ver la para desarrollar la a generalizar y a ver
matematica en accion, habilidad de abstraccion patrones, fomentando
integrando diferentes y representacion la transicion a
areas matematicas de matematica. un razonamiento
manera natural. mas abstracto.
Fase 3: Principio de Matematizacion vertical: Nivel general:
Uso de interactividad y El uso de software La manipulacion de
Trackery orientacion: especializado para datos con herramientas
Anélisis El trabajo colaborativo  analizar datos refina tecnoldgicas permite
Cualitativo en el anélisis de datos las habilidades a los estudiantes
y el uso de herramientas de abstraccion y razonar y aplicar
tecnoldgicas como formalizacion de modelos matematicos
Tracker refuerzan la conceptos matematicos.  en una variedad de
naturaleza social del contextos, ampliando
aprendizaje y permiten su comprension.
la guia del docente.
Fase 4: Principio de nivel y Matematizacion vertical:  Nivel formal:

Comparacion
y Formulacion
Algebraica

orientacion:

La formulacion
algebraica y el andlisis
critico de los resultados
reflejan la aplicacion
de conocimientos
formales'y el rol

del docente en la
orientacion reflexiva
del aprendizaje.

La construccion de
modelos matematicos
abstractos y su
generalizacion es

el pinaculo de la
matematizacion,
permitiendo a los
estudiantes operar en
el ambito formal de
las matematicas.

El desarrollo de
herramientas abstractas
y la aplicacién de
modelos matematicos

a nuevos problemas
muestra una
comprension profunda
y flexible de las
matematicas.

Nota. Fuente: Elaboracion propia
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Cada celda de la Tabla I no es una entidad aislada, sino que representa la
interseccion de un componente tedrico de la EMR con una etapa practica de
la secuencia didactica, en la que se detalla cdmo se manifiestan los principios
de la EMR durante una fase especifica del proceso de ensefianza y aprendizaje.
Durante la primera fase, la introduccion y anticipacién de la actividad se basan en
el principio de actividad y realidad, donde los estudiantes son participantes activos
y se conectan con problemas matematicos que tienen relevancia concreta. Aqui, la
matematizacion progresiva empieza con el establecimiento de conexiones entre
la experiencia del mundo real y las matematicas, y los estudiantes utilizan modelos
concretos que reflejan directamente la situacion problematica que enfrentan.

Lasegunda fase se centraen el experimento y larecoleccion de datos, se
observa la integracion de conocimientos matematicos aplicados a datos concretos,
representando asi los principios de nivel y entrelazamiento de la EMR. Durante esta
etapa, los estudiantes evolucionan en la matematizacién, tanto horizontal como
vertical, traduciendo situaciones concretas a representaciones simbolicas y
comenzando a generalizar desde los datos especificos que han observado. La tercera
fase implica el uso de Tracker y analisis cualitativo, destacando la interactividad y
la orientacion docente. El uso de tecnologia apoya la matematizacion vertical, ya
que los estudiantes abstraen y formalizan las relaciones de variables a través del
software. Finalmente, la cuarta fase conduce a la comparacion y formulacion
algebraica. En esta fase, los estudiantes aplican conocimientos formales y
realizan reflexiones criticas sobre sus procesos y resultados, lo cual es la esencia de
los principios de nivel y orientacion. La matematizacion vertical se completa con
la construccién de un modelo abstracto y generalizable, y los estudiantes alcanzan el
nivel formal de comprension, demostrando su capacidad para aplicar conceptos
matematicos de manera flexible y en diversas representaciones.

A partir de esta matriz se establecieron descriptores especificos referentes
a aspectos concretos del trabajo de los estudiantes que pueden ser medidos o
identificados durante la aplicacion de la secuencia didactica.

El primer descriptor se denomina “eleccion y justificacién de variables”, este
se alinea con el principio de realidad y el nivel situacional, donde los estudiantes
comienzan a conectar su comprension intuitiva con situaciones reales y
matematicas formales. Este paso es esencial en la fase de anticipacién, donde
los estudiantes usan su conocimiento previo para predecir el comportamiento
de lafunciony establecer una notacién especifica (Sakja, 2003). El segundo es
“construccion y analisis de representaciones graficas”, el cual emerge del principio
de entrelazamiento y el nivel referencial. En la fase de experimentacion, donde
los estudiantes observan y registran datos, la habilidad para interpretar
estas representaciones graficas (Duval, 2006) y extraer significados matematicos
demuestra una matematizacion progresiva hacia una comprension mas abstracta
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(Eisenberg, 2002). El tercero, “uso de herramientas tecnoldgicas para el modelado”,
refleja el principio de interactividad y el nivel general, particularmente durante
la fase de analisis con el software Tracker. Aqui los estudiantes aplican sus
conocimientos en un contexto tecnoldgico, facilitando la transicion de lo concreto
alo simbolico (Besty Bikner-Ahsbhahs, 2017), una caracteristica esencial de la
matematizacion vertical. Cuarto: “formulacion y manipulacién de funciones
algebraicas”, se justifica por el principio de orientacion y el nivel formal. Durante
la fase de comparacion y formulacién algebraica, los estudiantes muestran su
capacidad para operar dentro del &mbito formal de las matematicas, lo que indica
una comprension matematica avanzada y la habilidad para generalizar y aplicar
conceptos matematicos abstractos. El quinto es la “interpretacion y aplicacion
de conceptos”, que se relaciona con todos los principios y niveles de comprension a lo
largo de las fases. Este descriptor se centra en la habilidad de los estudiantes para
reconocer y utilizar relaciones proporcionales y patrones de cambio en el contexto de
funciones lineales y cuadréticas. Finalmente, “la comunicacién y argumentacion”
encapsula el principio de interactividad y todos los niveles de comprension. La
habilidad de los estudiantes para comunicarse matematicamente es fundamental
para el aprendizaje colaborativo y la reflexion sobre su propio proceso de aprendizaje,
lo cual es fomentado en todas las fases de la actividad didactica.

3.4. Participantes

La secuencia didactica se implemento6 en una sesion de dos horas con un grupo
compuesto por 21 estudiantes de tercer grado de secundaria en un entorno rural
en México. Previamente, los estudiantes tenian experiencia en la resolucién
y el estudio de problemas relacionados con modelos de variacion lineal en cursos
anteriores. Ademas, habian trabajado en otro experimento similar bajo el mismo
enfoque y metodologia que se describe en este articulo. Dicho experimento consistio
en llenar recipientes con aguay analizar la variacion de la altura del liquido en
funcion del tiempo, lo cual condujo a la formulacion de un modelo lineal.

El profesor organiz6 a los estudiantes en 7 equipos de trabajo, identificados
como E1, E2, ..., E7, cada uno conformado por tres integrantes numerados como
Al, A2y A3. Los estudiantes se distribuyeron las responsabilidades dentro de sus
respectivos equipos, encargandose de la instalacion y la recopilacién de datos del
experimento. Ademas, se proporcionaron materiales especificos a cada equipo
para llevar a cabo el experimento.

El profesor encargado de implementar la secuencia didactica forma parte
del equipo de autores de esta investigacion. Consciente de la importancia de no
influir en las decisiones de los estudiantes ni imponer procedimientos, su rol se
centrd en la organizacion y coordinacion de las sesiones colectivas, con el objetivo
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de fomentar el intercambio de ideas y guiar las discusiones de manera orientativa.
En la primera fase, el profesor introdujo verbalmente el planteamiento del
experimento, limitdndose a describir las condiciones de variacion sin sugerir
una interpretacion. En la siguiente fase, su funcion se orient6 a coordinar la
instalacion del experimento, permitiendo que los estudiantes lo desarrollaran de
manera autonoma. Durante la revision del video, el profesor guio la discusion para
identificar y resaltar las condiciones de variabilidad, la duracién del experimento y
otros aspectos relevantes. En la tercera fase, el profesor coordind la discusién con el
propdsito de establecer conexiones entre la forma de la gréafica y el experimento
en si. También propuso la “lectura de la grafica” para que los estudiantes pudieran
identificar y describir las variaciones presentes. Asimismo, promovié el analisis
de la tabla de datos para identificar la posicion correspondiente en el video. En
la cuarta fase, el rol del profesor consisti6 en coordinar la discusion destinada
a la construccion del modelo algebraico del experimento; ademas, organizo
la validacion de los resultados utilizando el software Geogebra como una
herramienta de apoyo.

4. RESULTADOS

En la Tabla 11 se presenta el concentrado de descriptores y los observables en
la implementacion de la secuencia didactica. Para la construccion de la tabla se
analizaron los datos obtenidos en cada fase, enseguida, los autores de la investigacion
trabajaron de forma independiente para generar un concentrado y finalmente
se trabajé en colectivo para la construccién de la tabla.

TABLA II
Descriptores y observables registrados después de la implementacion de la secuencia didactica

Descriptores Fase 1: Fase 2: Fase 3: Fase 4:
Introduccion Experimento Uso de Analisisy
y Anticipacion y Datos Tracker Formulacién
Elecciony - Estudiantes - Confirman - Utilizan - Relacionan las
Justificacion de identifican 0 ajustan sus Tracker para variables con
Variables tiempoy variables medir las una funcion
distancia como iniciales con variables matematica
variables datos reales. seleccionadas.  especifica.
relevantes. - Distinguen - Discuten la - Justifican la
- Justifican su entre variables  precisiony formade la
eleccion con dependientese  relevancia de funcién basada
base en el independientes.  las variables. en larelacion de
referente fisico. las variables.

(co) Relime 26 (2), Julio 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

APRENDER FUNCIONES COMO UN PROCESO DE MATEMATIZACION PROGRESIVA

161

Construccion de - Crean graficos - Construyen - Correlacionan - Comparan
Representaciones  anticipados gréficos graficos de gréficos iniciales
Gréficas de la funcion basados Tracker con y finales.
basandose en en datos | _pr_ed_l(imones - Interpretan
suposiciones. experimentales. iniciales. discrepancias
- Discuten - Analizan - Mejoran la y patrones
posibles formas  los puntos interpretacion  consistentes.
y tendencias de  relevantes de de la gréfica
la gréfica. la gréfica. con datos
precisos.
Modelado - Discuten como - Observan el - Utilizan - Refinan el modelo
Matematico con Tracker podria fendmeno y Tracker matematico
Herramientas ayudar en el plantean como  para generar usando Tracker
Tecnoldgicas modelado del modelarlo con un modelo y 0tros recursos
fendmeno. Tracker. matematico matematicos.
del fenémeno. _ validan la
- Evaldan la precision del
efectividad del  modelo con
softwareenla  lateoriay
representaciéon  los datos.
del modelo.
Formulacién - Hipotetizan - Desarrollan una - Ajustan la - Formulan
de Funciones la forma de funcion inicial ~ funcién con la funcion
Algebraicas la funcion basada en datos  base en el cuadratica final
que modela experimentales. analisis de que modela la
el fendomeno. Tracker. caida libre.
- Demuestran
la habilidad
para manipular
la funcion
algebraicamente.
Interpretacion - Predicen el - Aplican laidea - Relacionanel - Usan conceptos
de Conceptos comportamiento  de relacién movimiento matematicos
Matematicos de la funcion entre variables  del balén con para explicar
basandose en en el analisisde  la naturaleza el fenbmeno
conocimientos datos. de las fisico de manera
previos. funciones. abstracta.
Comunicaciény - Explican sus - Argumentan - Discuten el - Presentan 'y
Argumentacion predicciones y sobre las modelado en defienden sus
Matematica la seleccion tendencias Tracker y la conclusiones
de variables. observadas interpretacion ~ matematicas
en los datos y de los finales.
gréaficos. resultados.

En la Tabla Il se puede apreciar como los estudiantes identificaron y
justificaron las variables relevantes, ademas de como avanzaron en la construccion
y anélisis de representaciones graficas, pasando de hacer suposiciones basadas
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en su conocimiento previo a ajustar sus graficos para reflejar los datos obtenidos
y analizados con la ayuda del software Tracker. Ademas, la tabla evidencia
la habilidad de los estudiantes para integrar la tecnologia, utilizandola no solo
para recopilar datos, sino también para modelar el fenémeno fisico en estudio.
A lo largo de la secuencia didactica, los estudiantes desarrollaron y refinaron
sus habilidades de modelado y formulacion matemaética, lo cual culminé con la
formulacién de una funcién algebraica que refleja la caida libre del balén.
Finalmente, se evidencio la capacidad de los estudiantes para comunicar sus
procesos y resultados matematicos, asi como para defender sus conclusiones,
lo cual indica que la secuencia didactica foment6 la comunicacién y la
argumentacion matematica.

4.1. Momentos de la matematizacidn progresiva

En la fase 1, los estudiantes se enfrentaron a la tarea de representar la caida libre
de un bal6n desde una altura especifica a través de una grafica cartesiana; en esta
etapa se les dio la libertad de elegir las variables. Los estudiantes pusieron en
juego sus conocimientos previos y concepciones intuitivas sobre el movimiento
para anticipar el movimiento del baldn. Se observaron diferentes enfoques en la
seleccion de variables: mientras que algunos estudiantes identificaron el tiempo
(t) y laaltura (h) como variables clave, otros incluyeron factores menos relevantes
como la masa del baldn o la velocidad del viento, lo que reflejaba una comprensién
menos precisa del fenémeno fisico a modelar.

Wikl ER
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Figura 2. Grafica de un equipo para representar la caida libre del bal6n

Los errores en las gréficas iniciales variaron ampliamente, evidenciando las
diferencias individuales en lacomprension del movimiento en caida libre. Algunos
estudiantes dibujaron graficas lineales decrecientes (Figura 2), presuponiendo
una relacion directa y constante entre la altura y el tiempo, sin considerar la
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aceleracion debido a la gravedad. A su vez, el proceso de definir el sistema de
referencia presenté desafios. Se not6 que algunos estudiantes situaron el origen
de su sistema de coordenadas en la parte superior, donde se suelta el balon, y otros
en el suelo, donde el balén termina su caida. Esto afect6 la direccién en la que se
dibujaban las gréficas: algunas empezaban en el punto mas alto y disminuian hacia
abajo (en el primer caso), mientras que otras se dibujaban ascendiendo desde el
origen (en el segundo caso). La eleccion del origen del sistema de coordenadas es
fundamental, ya que establece el punto de partida para interpretar la grafica 'y
puede conducir a errores de interpretacion si no se elige de manera coherente con
las convenciones fisicas y matematicas.

0 0y 0g OF L0
Figura 3. Curva conformada por segmentos rectos

En el analisis cualitativo de la gréafica de la caida libre, el equipo 3 presentd
una interesante interpretacion que ellos Ilamaron “linealidad de la curva”. Esta
nocién surgid de la suposicién inicial de que el balén caia a una velocidad
constante, implicando que, por cada unidad de tiempo transcurrida, el bal6n
recorreria la misma distancia. Esta idea llevo al equipo a prever una grafica
con una recta de pendiente negativa, un indicador comdn de velocidad constante
en un grafico distancia-tiempo. A pesar de la inexactitud de esta hipétesis —dado
que en la caida libre la velocidad aumenta debido a la aceleracion constante de
la gravedad—, esta suposicion inicial fue Gtil para introducir el concepto
de aceleracion en la discusion. El equipo propuso una serie de segmentos lineales
sucesivos, cada uno representando el movimiento del balén en intervalos de tiempo
muy breves. Al unir estos segmentos, se visualiz6 una curva que reflejaba el
aumento progresivo de la velocidad, como se ilustra en la Figura 3. Esta explicacion
intuitiva sobre el movimiento fue analizada en la plenaria donde el equipo 3
expuso sus ideas.

E3-Al: suponga que [el baldn] esta en 5, y si en el primer segundo avanza 10

centimetros, en el segundo otros 10, lo que se obtiene es una recta para abajo

P: Entonces ¢estan de acuerdo con que se obtiene una recta con pendiente
negativa?
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E3-A2: no, no, es que... si esta bien para un corto tiempo, entonces esta ahi el cambio
a otra velocidad y otra recta mas para abajo [mayor inclinacion]

E3-AL laidea es que la grafica se puede ver como la unién de esas rectas, claro que
si comparas con una curva, debes hacer las rectitas mas pequefas.

Durante la fase 2 de la secuencia didactica, los estudiantes se enfrentaron
al desafio de la experimentacién directa y la obtencidn de datos empiricos sobre el
balén en caida libre. Después de haber especulado sobre la forma de la gréafica
en la primera fase, tuvieron la oportunidad de contrastar sus ideas previas con
mediciones reales. Se realizé el experimento y se grabd el movimiento del
baldn utilizando dispositivos méviles, lo que proporcion6 un recurso visual que los
estudiantes utilizaron para recopilar datos cuantitativos. Con estas grabaciones,
los estudiantes midieron intervalos de tiempo especificos y la altura del balén en
es0s momentos, construyendo una tabla de datos que serviria como base para su
analisis matematico (Figura 4).
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Figura 4. Gréafica y tabla obtenidas del equipo 1 a partir del analisis del video

Al analizar la tabla de datos, los estudiantes debian reconocer la relacion
entre el tiempo (t) y la altura (h) del balén, lo que result6 en una variedad de
interpretaciones. En esta fase, algunos estudiantes pudieron identificar la naturaleza
cuadratica de la relacion, es decir, que la altura era proporcional al cuadrado del
tiempo transcurrido, un reflejo de la ecuacion de movimiento bajo aceleracion
debida a la gravedad. Sin embargo, se observaron errores comunes en la
interpretacion de los datos. Algunos estudiantes, por ejemplo, persistieron en
el error de la fase anterior y continuaron modelando la relacion entre altura'y
tiempo como lineal, en lugar de cuadréatica (ver Figura 2). Esto se evidencié en
tablas de datos donde la disminucién de la altura no se aceleraba con el tiempo.
Otros estudiantes reconocieron la aceleracion, pero se confundieron al intentar
representarlaen sus gréficos, lo que llevd a curvas con la concavidad en ladireccion
incorrecta o a lineas quebradas que no reflejaban la suavidad de la curva parabdlica
real. Ademas, algunos estudiantes lucharon con la interpretacion de los datos
a nivel mas fundamental, como confundir los ejes al asignar la altura al eje
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horizontal y el tiempo al vertical, o no reconocer la importancia de comenzar
el registro del tiempo desde el momento en que el baléon comenzaba a caer, lo
que introducia errores sistematicos en sus mediciones. La fase 2 permitié a los
estudiantes confrontar y corregir sus concepciones erréneas, utilizando
la experimentacion y la evidencia para desarrollar una comprension mas precisa
del concepto matematico de funcion y su relacion con fendmenos fisicos.

En la plenaria, el profesor propicié una reflexion sobre la informacion que
aportan las tablas de valores sobre el experimento. El equipo 1 compartio la
siguiente informacion.

E1-A3: Viste, eraotra la... nuestra grafica, lo datos que obtuvimos dan otra gréfica

E1-A2: larelacion entre laalturay el tiempo no era como pensabamos. Definitivamente
no, no es una linea recta.

E1-A3: ;recuerden lo que preguntd el profesor? [;A qué altura esta el balén en el
tiempo cero?]. Todo comenzaba a partir de los 4 metros, en el tiempo cero.

E1-A3: Escierto lo que dijo el equipo 4, el experimento solo ocurri6 en un intervalo de
tiempo y espacio especificos, de 4 metros a cero metros y de 0 a 1.2 segundos.

E1-Al: fuera de esos valores no sabemos qué pasé porque nuestro experimento solo
esta en esos valores. No tenemos informacion sobre el balon antes o después.

E1-A2: Bueno, antes del tiempo cero, el balon estaba en la mano de [nombre del
alumno], asi que no estaba cayendo alin. Después de los 1.2 segundos, ya
habria tocado el suelo.

En el dialogo anterior, los estudiantes reflexionan sobre los resultados
de la segunda fase del experimento, donde se observa un claro proceso de
reconocimiento y correccion de concepciones previas. Se discuten las discrepancias
entre sus expectativas iniciales y los datos reales, sefialando que la relacion entre
altura y tiempo no se corresponde con la linea recta que habian anticipado.
Esto es un hecho muy relevante, ya que indica un ajuste en su concepcion sobre
el movimiento de caida libre. La conversacién revela que el punto de partida
del experimento (el bal6n a 4 metros de altura en el tiempo cero) fue comprendido
y aceptado por los estudiantes después de considerar las preguntas orientadoras
del profesor. Ademas, se muestra una conciencia creciente de las limitaciones de
su experimento, reconociendo que su analisis solo es valido dentro de un intervalo
especifico —de 4 metros a cero metros y de 0 a 1.2 segundos—, y que fuera
de esos valores no tienen informacion. Esta reflexién demuestra una madurez en
su pensamiento cientifico al ser conscientes de que cualquier afirmacién sobre el
comportamiento del balon més alla de esos parametros seria especulativa.

Durante la tercera fase de la secuencia didactica, los estudiantes repitieron el
experimento de caida libre del balén y se adentraron en el uso del software Tracker
para analizar el movimiento. Esta fase marcé un avance significativo en el proceso
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de matematizacion vertical, donde el enfoque se traslado hacia la abstraccion y la
generalizacién de los modelos matematicos. Una vez que el Tracker estuvo en uso,
los estudiantes pudieron grabar el movimiento del balén con mayor precision y
extraer las coordenadas de posicion-tiempo a partir del video (Figura 5). Con esta
tecnologia comenzaron a visualizar el movimiento del balon en términos de
una serie de puntos a lo largo de un eje temporal y espacial, con la posicién en
el eje vertical y el tiempo en el horizontal. La grafica resultante mostrd, para muchos,
una parabola que representaba la aceleracion constante debida a la gravedad, un
reflejo de la relacion cuadratica entre el tiempo y la posicion.

Archive  Editar  Video Trayectorias Systema de Coordenadas  Ventana  Ayuda
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Figura 5. Experimento de caida libre de un balén, tabla de valores'y
gréfica generadas con el software

Sin embargo, no todos los estudiantes interpretaron correctamente
estos resultados. Algunos errores observados incluyen la confusion entre las
coordenadas del eje x y y, lo que llevaba a graficos donde se representaba de
manera incorrecta el tiempo en el eje vertical y la posicion en el horizontal
(Figura 6). Ademas, algunos estudiantes tuvieron dificultades con el concepto de
aceleracion constante, pues esperaban ver una linea recta en lugar de una curva
parabdlica. Otro error comun fue la mala interpretacién de la escala de tiempo.
Algunos estudiantes configuraron incorrectamente la escala temporal en Tracker,
lo que resulté en una grafica que no reflejaba la realidad del experimento. En
algunos casos, se observaron parabolas demasiado “aplanadas” o “comprimidas”
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debido a una mala eleccién de la escala temporal o espacial, lo que distorsionaba
la relacion cuadratica. La transicion de una representacion grafica basada en
conjeturas y observaciones simples a una mas precisa y cuantitativa marco un paso
importante en su camino hacia la abstraccion matematica y la formulacion de un
modelo matematico solido de la caida libre.
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Figura 6. Analisis del video del equipo 7, con altura de 2m y un ajuste
distinto del plano cartesiano

El didlogo entre los estudiantes del equipo 3 refleja el proceso de
reconocimiento y definicién del punto de partida para el analisis del movimiento
del balon en la fase 3 de la secuencia didactica.

E7-A3: 0K, si, entonces, viendo el video otra vez, el baldn empieza a caer desde arriba
de la pantalla.

E7-Al: Si,yeso loque hemos marcado como la altura fisica, el punto desde donde
empieza a caer, ¢si?

E7-A2: si, si, ysegln el software, ese es nuestro punto de referencia. Es como el punto
de partida para todo el experimento.

E7-A3. Bueno, es el punto inicial, ¢no? En el video, la tabla y la gréafica, todos
comienzan en cero tiempo. Pero no en cero distancia porque esta a unos 4
metros de altura.

E7-A2: ¢Importa ese punto? ;es importante para la tabla... y la grafica?
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E7-Al: Pues claro que si, es donde inicia todo el experimento. Si no sabemos el punto
de inicio, ¢cOmo vamos a seguir el movimiento del bal6n?

E7-Al: Entonces, ese punto... es como el origen de los ejes en la gréfica.

E7-A2: Si,ytodos los puntos en la gréafica que vienen después indican como cambia
la altura con el tiempo a medida que el balon cae.

E7-A3: Es como poner las piezas del rompecabezas juntas. El video nos da una
imagen visual, la tabla de valores traduce eso en nimeros y la grafica los
pone en una imagen que podemos analizar matematicamente.

En este didlogo se discuten conceptos importantes relacionados con la
matematizacion vertical y la interpretacion de datos en el marco de un experimento
de caida libre. Los estudiantes identifican la “altura fisica” como el punto desde
donde el balén empieza a caer, lo cual es crucial porque establece la condicion
inicial del experimento en términos de altura y tiempo. Reconocen que, aunque el
tiempo empieza en cero, la altura no es cero debido a que el balon se suelta desde
una altura determinada, en este caso mencionan “unos 4 metros”.

El didlogo también revela lacomprension de que el punto de inicio es esencial
tanto para seguir el movimiento en el video como para registrar los datos en
unatablay representarlosenunagréaficacartesiana. Ademas, ladiscusiénsubrayala
importancia de la coherencia entre las diferentes representaciones de datos: visual
(video), numérica (tabla de valores) y grafica (grafica cartesiana). Esta coherencia
es esencial para la interpretacion y analisis matematico del fendmeno fisico.
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Figura 7. Gréfica obtenida en la fase 4

Durante lacuartafase de lasecuencia didactica, los estudiantes emprendieron
latarea de analizar cualitativamente las graficas resultantes, comparandolas con sus
gréficas iniciales y explorando métodos para la formulacién algebraica de una
funcién cuadratica que modelara la caida libre del balon (Figura 7). Esta etapa
representd la culminacién de la matematizacion vertical, donde los conceptos
matematicos se abstraen y generalizan. Los estudiantes revisaron las graficas
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generadas con Tracker, notando las diferencias entre sus predicciones iniciales y
los datos reales. A través de la discusion, identificaron que la forma parabdlica de la
grafica de posicion-tiempo reflejaba la aceleracion constante debida a la gravedad.
Se dieron cuenta de que, a diferencia de sus graficos anticipados lineales o
incorrectamente curvados, la gréafica real mostraba una curva simétrica que
representaba la relacion cuadréatica entre el tiempo y la distancia recorrida por el
baldn en caida.

De todos los equipos, tnicamente cuatro consiguieron formular una
ecuacion algebraica, de los cuales tres lo hicieron de manera correcta. Dos grupos
optaron por un enfoque préactico utilizando Geogebra, donde experimentaron con
diferentes valores de los coeficientes dentro de una funcion cuadréatica hasta que
la curvase alined adecuadamente con los datos experimentales. No obstante, el
equipo 3 adoptd un procedimiento més analitico, aplicando un método algebraico
gue habian estudiado previamente para obtener una expresion algebraica a partir
de un conjunto de puntos dados (SEP, 1999; pagina 112). En este episodio,
se destaca la introduccion de una notacion especifica para describir la funcion.
En primer lugar, se seleccionaron tres pares de puntos (x,, Y,), (X,, ¥,), (X;, ¥,).
Luego, se empled la ecuacion general de segundo grado y = ax? + bx + ¢ para
establecer un sistema de ecuaciones de 3 x 3. De esta manera, se construyo el
siguiente sistema de ecuaciones:

y,=ax, +bx +c
y,=ax,+bx,+c
y,=ax, +bx,+c

La complejidad del célculo los abrumé rapidamente, momento en el cual
el profesor intervino recomendando el uso de Alpha Wolfram para simplificar la
tarea y obtener los coeficientes. Varios meses después de la experimentacién de
la secuencia didéactica, un estudiante del equipo 6 compartié con el profesor una
reflexion sobre como habian llegado a la ecuacién de su funcion: utilizaron la
plataforma Alpha Wolfram, introduciendo una instruccion directa para que les
devolviera la formula basada en tres puntos especificos (Figura 8). Su justificacion
para este procedimiento se apoyé en una discusion previa de una clase donde se
comento que una Unica parabola puede definirse a través de tres puntos dados
no colineales. Esta idea les permiti6 aplicar la tecnologia digital para resolver el
problema matematico que se les habia presentado. En su momento, este equipo no
compartié su procedimiento por temor a que se invalidara su procedimiento o se
les sancionara por no usar los procedimientos convencionales.
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funcién cuadratica con los puntos (0, 4), (1.06, 0)(.4,3.36) =]
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ajuste
nodel polinomio de grado 2 o ment

Mejor ajuste de minimos cuadrados

-3,29331 x% - 0,282676 X + 4

(los datos ha sido perfectamente ajustades por un pelinomio grado 2.%)

Diagndsticos de ajuste

1

Representacién grafica de ajuste de minimos cuadrados

w—

3

0.2 04 0.6 08 1.0

Figura 8. Reconstruccién del estudiante del procedimiento para obtener la funcion

En el debate colectivo, el equipo 5 se enfocd en como una funcion matematica
puede ser vista como un concepto que expresa la realidad fisica, los datos numeéricos,
las representaciones graficas y las formulaciones algebraicas, subrayando asi la
conexion entre la experiencia tangible y su interpretacion matematica.

E5-A2: ;o0 sea que todo lo que hicimos con la caida del bal6n estaba interconectado?
Es decir, el experimento, la tabla de datos, las graficas y la formula... todo
habla de lo mismo.

E5-AL: ...al principio, todo parecia separado, pero al final, al mirar la funcion se vio
cdmo se unia todo.

E5-A2: si, como dijo [nombre de otro estudiante] si, la funcion representar la
situacion. No es solo algo que graficas y ya.

E5-A3: ...cuando estabamos tratando de encontrar la funcién me senti un poco
perdido, como si estuviera haciendo trampa al no hacer los calculos a
mano. Pero luego entendi que lo importante era comprender la relacion, no
quedarnos en las operaciones.
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E5-A2: ja ja, creo que las funciones no es encontrar puntos y graficar, sino de
entender qué representan esas graficas y formulas en el mundo real.

E5-AL jsi! es mas mas que nimeros y ecuaciones, es para entender lo que ocurre en
la realidad

E5-A2: Y usar la tecnologia para ayudarnos.

El didlogo entre los estudiantes refleja una reflexion colectiva sobre la
integracion de diferentes representaciones matematicas y cdmo estas se relacionan
con el fendomeno fisico de la caida del balon. En la fase 4, la conclusion central es
que todas las partes del proceso —el experimento fisico, la recopilacién de datos,
la representacidn grafica y la formulacién de la funcién cuadratica— no son
actividades aisladas, sino diferentes expresiones de un mismo fenémeno fisico.
Los estudiantes inicialmente percibian estos componentes como separados, pero
al final comprendieron que la funcién cuadréatica no es solo una abstraccion para
graficar, sino una representacion concreta de la realidad fisica que estaban
estudiando. La discusién indica un cambio de enfoque, de la realizacion mecénica
de operaciones matematicas hacia una comprension conceptual mas profunda.

El didlogo también sugiere que los estudiantes reconocieron el valor de
la tecnologia como una herramienta para facilitar la comprension matematica.
La sensacidn inicial de uno de los estudiantes de estar “haciendo trampa” al utilizar
herramientas computacionales para calcular la funcién refleja una tension entre
los métodos tradicionales de célculo manual y los métodos modernos que emplean
la tecnologia. Sin embargo, llegaron a la conclusion de que lo importante es la
comprension de la relacion matematica y su aplicacion en el mundo real, no el
método de célculo.

5. CONCLUSIONES

En el marco educativo tradicional se observa que los estudiantes a menudo
desarrollan una comprensién superficial de los conceptos matematicos. Esta
comprension limitada se debe, en gran medida, a un enfoque que pide a los
estudiantes observar ejemplos de funciones y notar sus propiedades, lo que
los lleva a una generalizacion implicita y no a una comprension profunda de los
principios matemaéticos subyacentes. Este enfoque convencional, que a menudo
se centra en una representacion predominantemente algebraica, puede resultar en
que los estudiantes no desarrollen una comprension completa de conceptos como el
de funcion. La falta de énfasis en la transicion entre diferentes representaciones puede
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llevar a interpretar una funcion solo como una férmula o ecuacion, sin comprender
su significado mas amplio. Esto limita su capacidad para aplicar el concepto de
funcioén en diferentes contextos y situaciones matematicas; una comprension
integral requiere la capacidad de conectar y transformar entre representaciones
graficas, algebraicas, tabulares y verbales, asi como identificar sus conexiones.

Ante este escenario, la principal motivacién para abordar nuevas
metodologias de ensefianza de las funciones es superar la comprension
fragmentada de los conceptos matematicos y avanzar hacia una comprension mas
integrada y flexible. El aprendizaje de las funciones requiere la integracién de
varios aspectos y representaciones matematicas, y para lograr esto se necesita
una metodologia que permita a los estudiantes conectar sus experiencias previas
y vivencias con el contenido matematico.

Esta investigacion propone un enfoque alternativo en la ensefianza de
funciones, centrado en la modelacion matematica en el contexto de la Educacion
Matematica Realista (EMR). Este enfoque busca aplicar conceptos matematicos
en la resolucién de problemas reales, poniendo énfasis en el proceso de
modelacion, que incluye desde la formulacion del problema hasta la validacion
del modelo matematico. Esta investigacion analiza cémo los estudiantes de
secundaria avanzan en su comprension de las funciones a través de la modelacion
de un experimento de caida libre con el soporte del software Tracker.

La integracion de la teoria y la secuencia didactica se establecié en la matriz
desarrollada para el estudio. Esta matriz ofrece una vision integral y estructurada
de la EMR, facilitando la identificacién y la interrelacion de los principios
fundamentales en cada etapa de la secuencia didactica. Por ejemplo, en la primera
fase, el principio de actividad y realidad se manifiesta a través de la participacion
activa de los estudiantes en problemas practicos y realistas, iniciando asi el
proceso de matematizacion horizontal, donde conectan conocimientos previos
con la realidad matematica. Esta fase se corresponde con el nivel situacional
de comprension donde los estudiantes usan situaciones reales para anclar su
aprendizaje matematico.

En fases sucesivas se observa una transicion hacia la matematizacion
vertical, donde los estudiantes profundizan y refinan su comprension de los
conceptos matematicos, pasando de una comprension superficial a una mas
estructurada y abstracta. Esto se ve claramente en la fase de uso de Tracker y
analisis cualitativo, donde el principio de interactividad y orientacion se enfoca en
el trabajo colaborativo y el uso de tecnologia para analizar datos, lo que eleva el
nivel de comprension al general. En la fase final, la comparacion y formulacion
algebraica reflejan la aplicacién de conocimientos formales y analisis critico,
alineandose con el nivel formal de comprension.
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La matriz utilizada en el estudio es una contribucién que proporciona un
marco analitico para examinar el proceso de matematizacion progresiva. Este marco
posibilita una evaluacion sistematica y detallada de como los estudiantes avanzan
en su comprension matematica a través de diferentes etapas, desde la comprensién
concreta y contextualizada hasta el pensamiento abstracto y generalizado. En este
enfoque, la matriz actia como una herramienta que descompone el proceso
de aprendizaje en componentes mas pequefios y especificos, lo que permite
a los docentes y a los investigadores observar de manera mas puntual el impacto
de la ensefianza basada en la EMR.

El estudio mostré un avance en la comprension de los estudiantes sobre
las funciones matematicas. En la primera fase, los estudiantes aplicaron sus
conocimientos previos para anticipar el comportamiento de una funcion,
mientras que en la segunda fase, la experimentacion y recoleccién de datos reales
permitieron a los estudiantes explorar la relacion entre variables y empezar a
generalizar sus observaciones. El uso del software Tracker en la tercera fase
ayudd a un anélisis méas detallado y preciso de los datos, lo que permiti6 a los
estudiantes pasar de una comprension intuitiva a una mas abstracta y estructurada.
Este proceso de matematizacién vertical se intensificé en la cuarta fase, donde
los estudiantes compararon sus graficos iniciales con los resultados finales y
formularon funciones algebraicas que reflejaban el fenémeno fisico estudiado.

El estudio también ha mostrado laimportancia de la integracion de diferentes
representaciones de funciones (graficas, algebraicas, tabulares y verbales) y el uso
de tecnologias como el software Tracker. Esta integracion resulté fundamental
para la comprension y el analisis de datos, permitiendo a los estudiantes articular
las diferentes representaciones y desarrollar significados matematicos.

Esta investigacion resalta la trascendencia de un proceso de ensefianza de
las matematicas centrado en la matematizacion progresiva, particularmente dentro
del contexto de la Educacion Matematica Realista (EMR). La préactica de iniciar
el aprendizaje con la matematizacién horizontal, donde los estudiantes establezcan
conexiones directas entre los conceptos matematicos y situaciones reales, demostro
ser un punto de partida importante al recuperar las ideas previas y permitir el uso
de ideas intuitivas, asi como de diversas representaciones. Al avanzar hacia la
matematizacion vertical, los estudiantes son guiados para transitar de lo concreto
a lo abstracto, de lo intuitivo a lo formal. Esta habilidad para pasar de lo vivencial
y préctico a la abstraccion favorece que los estudiantes desarrollen una
flexibilidad cognitiva, lo que los prepara para enfrentar desafios matematicos
en diversos contextos.
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