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RESUMEN. La comprension de la nocidn de derivada presenta dificultades para los estudiantes de
Bachillerato (16-18 afios) y primeros afios de Célculo en la Universidad. En dicho contexto, este
trabajo revisa y organiza las aportaciones de las investigaciones hechas en Matematica Educativa
para identificar el conocimiento generado y las areas donde es necesario contribuir con
informacion. La revision se ha estructurado considerando: a) lo que se conoce sobre la
comprension de la derivada de una funcion en un punto; b) el papel que desempefian los sistemas
de representacion; c) las caracteristicas del desarrollo del esquema de derivada. Por Gltimo, se
identifican lineas de investigacion necesarias para aumentar nuestra comprension de como los
estudiantes dotan de significado y usan el concepto de derivada.

PALABRAS CLAVE: Pensamiento matematico avanzado, derivada, esquema de derivada,
construccion del conocimiento.

ABSTRACT. High school students (16 to 18 years of age) and first year students of calculus in
university have difficulty understanding the notion of the derivative. In this context, this study
reviews and organizes the contributions of studies made in Mathematics Education to identify the
knowledge generated and the areas where it is necessary to provide information. The review has
been structured to consider: a) what is known about the understanding of the derivative of a
function at a point; b) the role of representation systems; c) the characteristics of the development
of the derivative schema. Lastly, the necessary lines of investigation were identified to enhance
our understanding of how students give meaning and use to the concept of the derivative.

KEY WORDS: Advanced mathematical thinking, derivative, derivative schema, knowledge
building.

RESUMO. Os estudantes de Ensino Médio (16 a 18 anos) e 0s que cursam 0s primeiros anos de
calculo na universidade tém dificuldades para compreender a nogao de derivada. Em tal contexto,
este trabalho revisa e organiza as contribuicOes das investigacOes feitas em Educagdo Matematica
para identificar o conhecimento gerado e as &reas onde sdo necessarias contribuir com informacéo.
A revisdo se estruturou considerando: a) 0 que se conhece sobre a compreensao da derivada de
uma funcdo em um ponto; b) o papel que desempenham os sistemas de representagdo; c) as
caracteristicas do desenvolvimento do esquema de derivada. Por Gltimo, identificam-se linhas de
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investigacdo necessarias para aumentar nossa compreensdo de como os estudantes dotam de
significado e usam o conceito de derivada.

PALAVRAS CHAVE: Pensamento matematico avancado, derivada, esquema de derivada,
construcéo de conhecimento.

RESUME. Les étudiants du lycée (16 a 18 ans) et ceux qui suivent les enseignements de calcul
(analyse) dans l'université ont des difficultés pour comprendre la notion de dérivée. Dans ce
contexte, notre travail analyse et organise les apports de recherches faites dans les Mathématiques
Educatives pour identifier la connaissance générée et les domaines dont il est nécessaire de donner
plus d’information. L’analyse a été structurée en considérant : a) ce qui est connu sur la
compréhension de la dérivée d'une fonction en un point; b) le réle que jouent les systémes de
représentation; c) les caractéristiques du développement du schéma de dérivée. Finalement, des
axes de recherche nécessaires sont identifiés pour augmenter notre compréhension de comment les
étudiants donnent de la signification et utilisent le concept de dérivée.

MOTS CLES: pensée mathématique avancée, dérivée, schéma de dérivée, construction de la
connaissance.

1. DIFERENTES MANERAS DE MIRAR EL DESARROLLO DE LA COMPRENSION DEL
CONCEPTO DE DERIVADA

Las investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje del lenguaje variacional
y el célculo diferencial e integral (en derivada Azcérate, 1990; Clark, Cordero,
Cottrill, Czarnocha, DeVries, St. John, Tolias, & Vidakovic, 1997; Dolores,
1998; Baker, Cooley, & Trigueros, 2000, y Sé&nchez-Matamoros, 2004;
funciones, a Leinhardt, Zaslavsky, & Stein, 1990, y Garcia y Llinares, 1996; en
integral, a Bezuidenhout & Olivier, 2000, y Camacho & Depool, 2002, 2003;
en limites, a Cottrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas, & Vidakovic
1996; Sierra Vazquez, Gonzalez Astudillo y Lopez Esteban, 1999, y Espinoza y
Azcarate, 2000; en variacién y cambio, a Cantoral y Farfan, 1998), asi como
la experiencia de algunos de nosotros como profesores de educacion secundaria
—trabajando con alumnos de 12 a 18 afios— nos ha permitido comprobar la
dificultad de ensefiar y aprender tales conceptos.

Artigue (1995) dice que, aungue se puede ensefiar a los alumnos a realizar
de manera mas o menos mecanica algunos célculos de derivadas y a resolver
algunos problemas estandar, hay dificultades para que los jovenes de estas
edades logren una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento que conforman el centro del analisis matematico. Por ejemplo,
algunos estudiantes son capaces de resolver los ejercicios que se les proponen
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con la aplicacion correcta de las reglas de derivacion; sin embargo, tienen
dificultades cuando necesitan manejar el significado de la nocidn de derivada, ya
sea a través de su expresion analitica, como limite del cociente incremental, 0 en
su interpretacién geométrica, como pendiente de la recta tangente.

El fondo de la cuestion radica en que dichos alumnos no han construido
un significado adecuado del concepto de derivada. La construccion de un
significado parcial del concepto durante los primeros afios puede generarles
dificultades en su desempefio en los cursos de calculo. Ademas, las
concepciones previas de los estudiantes pueden tener aspectos contradictorios,
gue se manifiestan segln las situaciones y son muy resistentes al cambio. Por tal
motivo, es necesario comprender los procesos a través de los cuales los
estudiantes dotan de significado al concepto de derivada. Desde este supuesto,
resulta relevante saber lo que la investigacion en Matematica Educativa aporta
sobre la comprensién de la derivada.

La nocién de derivada de una funcién, junto con la de integral, son
conceptos clave del calculo. EI concepto de derivada conlleva diversos aspectos:
su perspectiva grafica, como pendiente de la tangente a la curva; su perspectiva
analitica, como limite del cociente incremental; su caracter puntual o global
—es decir, en intervalos— y, segln exija la resolucion de una determinada tarea,
se pueden utilizar aspectos que relacionan a f' y f” En conjunto, las

caracteristicas de los problemas planteados pueden mostrar a la derivada
desde la integracion de una perspectiva analitica y gréafica (apoyandose en
la presentacion de la idea de derivada en un punto y de la funcién derivada)
con el operador derivada, a través el célculo de derivadas sucesivas y la regla
de la cadena.

En esta revision hemos intentado describir no sélo los resultados de
las investigaciones, sino también dar cuenta sobre la manera en que los
investigadores han interpretado la forma como los estudiantes resolvian
los problemas. Tener en cuenta las perspectivas tedricas de las investigaciones
nos permite comprender mejor cémo intentan dotar de significado a la manera
en que los alumnos resuelven los problemas, indicando las caracteristicas del
aprendizaje.

Entre las diversas perspectivas teéricas que han adoptado los
investigadores, se encuentran las aproximaciones centradas en elementos de
cognicion, como:

- Esquema conceptual (Azcérate, 1990), derivada de la idea de
imagen del concepto (Tall, 1989).
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- ldeas procedentes de una aproximacién piagetiana del
conocimiento y su desarrollo, visto a través de la teoria APOE
(Asiala, Cottrill, Dubinsky, & Schwingendorf, 1997) y la del
desarrollo de los esquemas (Clark et al., 1997; Baker et al., 2000;
Badillo, 2003; Sanchez-Matamoros, 2004; Sanchez-Matamoros,
Garcia, Garcia Blanco y Llinares 2006).

- ldeas procedentes del papel de las representaciones y actividades
con ellas en el desarrollo de los significados (Font, 2000a; 2000b;
Habre & Abboud, 2006)

- Las teorias de la reificacion (Sfard, 1992), que se centran en los
vinculos proceso-objeto (Zandieh, 2000)

Ademas, durante los Ultimos afios se ha desarrollado en México una linea
de investigacion que ocupa la aproximacién teérica conocida como
socioepistemologia, la cual estudia los fenémenos de produccién y difusion del
conocimiento desde una perspectiva multiple (Cantoral & Farfan, 2003).
Dicho enfoque incorpora el estudio de las interacciones entre la epistemologia
del conocimiento, la dimension sociocultural, los procesos cognitivos asociados
y los mecanismos de institucionalizacion por via de la ensefianza; con
ello, plantea el examen del conocimiento social, histérica y culturalmente
situado, problematizdndolo a la luz de las circunstancias de su construccion y
difusion (Cantoral, Molina y Sanchez, 2005). La perspectiva también subraya el
papel que fungen el pensamiento y el lenguaje variacional (Cantoral y Farfan,
1998) para estudiar la derivada; de ahi que se centre en las practicas sociales que
dan vida a las matematicas de la variacion como una cuantificacion del cambio.
Una de esas practicas sociales para ahondar en la derivada es la prediccion,
gue se entiende como “una actividad racional que permite determinar el estado
futuro de un sistema, de un objeto o de un fendmeno con base en el
estudio sistematico de las causas que lo generan y los efectos que lo producen”
(Cantoral et al 2005, p. 467). En suma, la socioepistemologia considera al
concepto de derivada como un complejo de practicas de naturaleza social que
le dan sentido y significado.

Los trabajos que recurren a esta linea de investigacion abandonan el
acercamiento a la derivada a “partir de la definicion de limite del cociente
incremental y la explicacion de la secante que deviene tangente” (Montiel,
2005b, p. 668), pues defienden la idea de que hasta que no se vea la nocion
de derivada como una organizacién de las variaciones sucesivas no sera
comprendida (Cantoral y Farfan, 1998), lo cual implica acercarse a la derivada
con base en “la préctica social de la prediccion mediante la matematizacion de
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fendmenos de cambio™ (Montiel, 2005b, p. 671). Esta hipotesis, dentro de la
linea de investigacion pensamiento y lenguaje variacional, ha generado el
desarrollo de estudios que recorren distintas ramas: curriculo, educacion,
vida y conocimiento en la escuela o sistema escolar (Cantoral y Farfan,
1998; Cantoral & Ferrari, 2004; Cantoral et al., 2005; Sanchez y Molina, 2006;
Cantoral, Sanchez y Molina, 2007; Ordofiez y Buendia, 2007).

Con base en estos supuestos, hemos organizado la informacién atendiendo a los
siguientes aspectos:

- Errores y dificultades en la comprension del concepto de derivada:
la nocion de razon de cambio

- Relacidn entre razén de cambio y cociente incremental

- Los sistemas de representaciébn como herramientas para pensar
sobre las derivadas

- Lo local y lo global: la relacion entre la derivada en un punto
f'(a) y la funcion derivada f'(x).
- El desarrollo del esquema de derivada.

- La aplicacion del concepto de derivada: el desarrollo de la
comprension de la regla de la cadena.

2. LA COMPRENSION DE LA RAZON DE CAMBIO

La descripcion sobre los errores y dificultades que tienen los estudiantes con
respecto a la derivada fue el objetivo de las primeras investigaciones realizadas
en este tema (Orton, 1983; Ferrini-Mundy & Graham, 1994; Porzio, 1997; entre
otros). Orton identifico tres tipos de errores que cometian los alumnos en las
tareas de diferenciacion y sus aplicaciones:

Estructurales, relacionados con los conceptos implicados.

Arbitrarios, cuando el alumno se comporta arbitrariamente sin tomar en cuenta
los datos del problema.

Manipulacin, si bien los conceptos implicados pueden ser comprendidos.

Los datos en que se baso el trabajo de Orton procedian de la aplicacion de
dos entrevistas: la primera estuvo dirigida a que los estudiantes respondieran
preguntas sobre limites, areas e integracion; la segunda estaba centrada en el
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significado del cociente incremental, la diferenciacion y aplicaciones. Ahora
bien, los alumnos tuvieron menos dificultades en los items tocantes a las
aplicaciones de la diferenciacion que en los referentes a la comprensién de
la diferenciacién y a la gréfica asociada a la razén de cambio.

Si se considera que la derivada en un punto nos indica la velocidad de
cambio, la comprensién de tal idea se apoya en el saber previo de la nocién de la
razon entre el incremento de X en relacion al de y . Para obtener informacion

sobre la aprehension de dicha relacion, uno de los items empleaba una tabla,
una grafica y la descripcion de una situacion. La posible generalidad sobre
los significados de la idea de razon se buscaba viendo la manera en que los
estudiantes podian interpretar la razon de cambio en puntos particulares y en
generales (x =T ), considerando a las funciones lineales y no lineales.

Uno de los errores que cometieron los alumnos fue que daban el valor de la
abscisa cuando se les preguntaba por la razén de cambio en un punto no dado en
la tabla, y para un valor genérico x=T cuando se presentaban funciones
lineales en forma de gréfico-tabla (Figura 1, Task C3).
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(¥) What is the rate of increase in the depth whenx = 24?7 whenx =T
(Item 27).

Figura 1. Tarea C3 en el estudio de Orton (1983).

En otras tareas se observé como la comprensién de la razén de cambio
(razon entre el incremento de X y el de y) dependia del tipo de funcién
utilizada (Orton, 1983; Hart, 1981). El uso de funciones lineales o cuadraticas
mostré cémo influia el tipo de funcién en el significado dado a dicha razon, asi
como las dificultades manifestadas al considerar el limite cuando el incremento
del intervalo tiende a cero (h tiende a cero al reparar en el intervalo X +h); en
la Figura 2 se nota la forma de la tarea C6 en el estudio de Orton. La mayoria de
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los alumnos contesté de manera correcta al preguntarles por la razén de cambio
con funciones lineales, mas no sucedia lo mismo en tareas donde la funcion era
no lineal.

TASK C6

The graph below represents ¥y =3x% + |, fromx =0 tox = 4.

y23x2al

o 1 2 3 & 5 x

(i) What is the value of y whenx =a? (Item 21).
(ii) What is the value of y whenx =a +h? (Item 21).
(iii) What is the change in y as x increases fromatoa+h? (Item 21).
(iv) What is the average rate of change in y in the x-interval 2 toa + h?
(Item 28).
(v) Can you use the result of (iv) to obtain the rate of change of y at
x=247atx =X7If so, how? (Item 28).

Figura 2. Tarea C6 en el estudio de Orton (1983).

Como consecuencia de tales resultados, Orton indicé que las dificultades
con la idea de razén de cambio y su vinculacion al tipo de funcién lineal o
cuadrética podian tener su origen en una comprension débil sobre el concepto de
funcién. La informacion de estas investigaciones destaca la importancia de la
relacion entre la razoén de cambio y el conciente incremental en la comprension
de la derivada, entendida como una cuantificacién del cambio. Dicho aspecto ha
sido el foco de algunos trabajos; sus resultados aparecen en la proxima seccién.

3. LARELACION ENTRE LA RAZON DE CAMBIO Y EL COCIENTE INCREMENTAL. LA
TASA DE VARIACION

La relacion entre razén de cambio y cociente incremental ha sido estudiada con
la nocién de esquema conceptual (Tall, 1989) y la teoria de la reificacion (Sfard,
1992). Tall defini6 la imagen del concepto (concept image) como el conjunto de
estructuras cognitivas asociadas al concepto, incluyendo a todas las imagenes
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mentales y los procesos y propiedades (Tall & Vinner, 1981). Desde esta
perspectiva, Azcarate (1990) analiz6 la comprension del concepto de
derivada de una funcion en un punto, con estudiantes de 15y 16 afios, quienes
habian seguido un material didactico sin tener los conocimientos previos sobre
limite y continuidad. El estudio se centrd en la idea de recta tangente a una
grafica en un punto.

El anélisis sobre las producciones de los estudiantes, que se obtuvieron a
través de cuestionarios y entrevistas, permitid caracterizar las dificultades,
errores y esquemas conceptuales asociados a tres conceptos: pendiente de
una recta, velocidad instantanea de un movimiento variado y tasa de variacion
instantanea de una funcién. Se identificaron dos errores en los estudiantes que
ilustraban las dificultades en cuantificar el cambio en contextos de velocidad: 1)
confundir la pendiente de una recta con su ordenada en el origen; 2) dar el valor
de la ordenada en el origen como valor de la pendiente de la recta.

Otros trabajos (Zandieh, 1997, 2000) tienen como base a la teoria de la
reificacion (Sfard, 1991, 1992), que plantea dos enfoques de un concepto: uno
operacional y otro estructural. Las concepciones se llaman operacionales
cuando abarcan a las nociones matematicas como procesos, algoritmos y
acciones, mientras que son estructurales cuando entienden a los conceptos
matematicos como objetos abstractos.

Segln esta perspectiva, el proceso de aprendizaje consiste en interacciones
entre concepciones operacionales y estructurales; las primeras significan para la
mayoria de los estudiantes el primer paso en la adquisicion de nuevos conceptos.
Sfard distingue tres etapas en el proceso de formacion de las concepciones, que
equivalen a tres grados de estructuracion progresiva: interiorizacion,
condensacion y reificacion. Zandieh (1997, 2000) refiere que los procesos son
operaciones sobre objetos previamente establecidos; cada proceso es reificado
en un objeto donde actuaran otros procesos, con lo cual se forma una cadena que
Zandieh llama parejas de proceso-objeto.

La reificacion se define como un cambio ontoldgico, una habilidad
repentina para ver algo familiar con una perspectiva totalmente nueva. Se puede
decir que un proceso solidifica en un objeto o en una estructura estatica; Sfard
(1992) precisa que la reificacion es instantanea y se le puede entender como
un salto cualitativo. La nueva entidad deificada se desprende del proceso que
la ha producido y empieza a adquirir su significado por el hecho de pertenecer a
cierta categoria. Ahora bien, en el proceso de construccion del conocimiento
matematico desempefian un papel importante los significados asociados a las
diferentes representaciones.
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Como consecuencia de este hecho, Zandieh (1997, 2000) estudié el proceso
de construccion de significados de la idea de derivada en un periodo
instruccional largo (9 meses, 75 clases), centrando su atencion en una muestra de
nueve alumnos de célculo. Este investigador considerd diversas representaciones
del concepto de derivada: a) grafica, como la pendiente de la linea tangente a la
curva en un punto; b) verbal, como la razén de cambio instantanea; c) fisica,
como la velocidad; d) simbélica, como el limite del cociente incremental.

Para caracterizar la evolucion en la construccion de los significados, se
recogieron examenes de los estudiantes y se hicieron cinco entrevistas a cada
uno de los participantes en el estudio. Zandieh utilizé la metafora del puzzle
para explicar la manera en que los estudiantes parecian construir su comprension
de la derivada. Desde los datos de esta investigacion se indica que un estudiante
parte de una comprension parcial, cada estudiante con diferentes piezas de un
puzzle; cuanto mas completa era su comprension, menos piezas quedaban
sin encajar. Sin embargo, un resultado de la investigacion fue que los estudiantes
no conectaban de manera automética la comprension sobre un proceso en un
contexto con el mismo proceso en otro contexto. Por tanto, un alumno no
tendrd una comprension completa del concepto de derivada si no puede
reconocer y construir cada uno de los procesos involucrados en su comprension
de la derivada en cualquiera de los contextos relevantes.

Estos trabajos, vistos en forma global, subrayan la importancia de la
relacién entre razon de cambio y cociente incremental en la comprension
de la derivada, asi como la influencia de los contextos en la construccion del
significado y las transformaciones entre diferentes representaciones. Dicha
afirmacion se encuentra en consonancia con la idea que exponen Harel,
Selden & Selden (2006) respecto a que la comprension de un concepto se pone
de manifiesto a través de la comparacion entre definiciones equivalentes del
concepto y sus diferentes representaciones, al igual que con el conocimiento
de sus propiedades.

4. LOS SISTEMAS DE REPRESENTACION COMO HERRAMIENTAS PARA PENSAR
SOBRE LA DERIVADA

El papel que se atribuye a los sistemas de representacion como medios que
ayudan a dotar de significado a los conceptos conlleva a que el foco de algunas
investigaciones se centre en la manera en que los estudiantes usan las diferentes
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representaciones como pre-requisito para entender el desarrollo de la
comprension. Desde tal perspectiva, se intenta analizar el papel que cumplen las
representaciones y su coordinacion, vistas como instrumentos conceptuales o
herramientas con las que el estudiante piensa al resolver problemas.

Asi, la importancia del papel que tienen las representaciones estriba en que
se asume que los significados de los conceptos son construidos a través del
uso de los signos (D’Amore, 2006; Radford, 2000). Tal reflexién ha hecho
que adquiera relevancia el estudio acerca de la funcion que desempefian las
representaciones en la construccion de los significados de la idea de derivada y
en la introduccion de tal concepto mediante el estudio de la variacion con el uso
inicial de contextos numéricos.

4.1. La conexion entre lo gréafico y lo analitico en la construccion de las
imagenes mentales

La comprension de la relacion entre las graficas de una funcién y la gréafica de
su derivada es el objetivo de la investigacion de Ferrini-Mundy & Graham
(1994), quienes analizan las dificultades de los estudiantes al intentar esbozar
la gréfica de la derivada de una funcion a partir de la gréfica de la funcién (de la
grafica de f a la de f'). La investigacion, guiada por el constructivismo

piagetiano, se centr6 en describir la reorganizacion cognitiva de los estudiantes
en el proceso de resolucion de problemas (Cobb, Wood, Yackel, Nicholls,
Wheatley, Trigatti & Perlwitz, 1991). El proposito fue describir la comprension
que tenian los estudiantes de calculo sobre los conceptos de funcion, limite
y continuidad, derivada e integral; asimismo, explorar la interrelacion entre la
comprension 'y el papel que desempefian los diferentes sistemas de
representacion. La metodologia se basdé en entrevistas a los alumnos en
gue se incluian tareas que podian resolver de forma rutinaria, ya que habian
hecho problemas similares. Ademas, algunos items mostraban representaciones
graficas y otras formulas.

Los investigadores describen el caso de una estudiante cuyas compresiones
y construcciones mas ricas se daban en las nociones de funciones, limites y
continuidad, mientras que sus ideas de derivada e integral eran definidas sobre
todo a través de procedimientos. En lo tocante a la derivada, este caso permitio
mostrar la dificultad de la alumna para relacionar la graficay la férmula,
pero tenia facilidad en derivar con el uso de algoritmos y habilidad para eshozar
curvas siguiendo un algoritmo sobre puntos, al identificar las derivadas positivas
Y negativas.
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Por otra parte, al decidir si ciertas graficas representaban funciones de
derivada, la estudiante debia buscar formulas para hallar la derivada por un
procedimiento estandar, ya que admiti6 que no podia relacionar la idea de
la linea tangente con la derivada de una funcion. Tales hechos fueron
interpretados por los investigadores en el sentido de que la estudiante tenia
conexiones débiles entre sus conocimientos procedimentales y conceptuales.

Esta caracteristica sobre la comprension del concepto de derivada también
la han descrito Habre & Abboud (2006), quienes realizaron una investigacion
con estudiantes que procedian de un curso experimental de céalculo, donde se les
introducia en los conceptos a través de multiples representaciones. Dicho estudio
mostré que los alumnos no tenian la misma comprension del concepto de
derivada en el modo analitico que en el modo gréfico.

Asi, respecto al concepto de derivada, muchos estudiantes (unos fueron
entrevistados, otros no) fallaron en los usos apropiados de la definicion
geométrica de derivada. Los autores del trabajo concluyeron que la
representacién algebraica de una funcion domind la forma de pensar de
la mayoria de los alumnos; esto se dio como consecuencia de que las
definiciones matematicas son tradicionalmente analiticas y crean un obstaculo en
las mentes de los estudiantes.

Los resultados de las investigaciones que han analizado el papel que
desempefian las representaciones en la construccién de una comprension de la
idea de derivada indican que los significados que construyen los alumnos estan
vinculados a determinados modos de representacion y que tales significados no
estan conectados. Este hecho subraya la importancia de coordinar los diferentes
modos de representacion como una forma para que los estudiantes puedan
comprender la derivada. El andlisis sobre la manera en que los alumnos
coordinan los modos de representacion permite concluir que:

- Los estudiantes pueden considerar a los contextos graficos y
algebraicos como modos separados donde se aplican algoritmos
sin relacion para resolver problemas.

- Los estudiantes de célculo construyen sus conexiones, influidos
por su experiencia previa.

- Hay grandes inconsistencias  entre  representaciones,
particularmente en items procedimentales y comprension de
conceptos.

Por ejemplo, con el fin de analizar la manera en que las imagenes mentales
construidas por los estudiantes influian en su comprensién y manejo de
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las conexiones graficas entre una funcién y su derivada, Aspinwall, Shaw
& Presmeg (1997) investigaron el caso de un alumno, Ilamado Tim, quien habia
completado un afio de estudio de célculo elemental. Ellos disefiaron veinte
tareas que presentaron en un contexto de entrevista clinica; la mayoria
de las tareas consistia en problemas no rutinarios, y en muchos habia que
determinar las gréaficas de las derivadas desde la gréfica de la funcion y explicar
el proceso seguido.

Para interpretar los datos de esta investigacién hay que reparar en varios
aspectos de la posicion de Krutetskii (1976), quien distingue tres tipos de
habilidades matemaéticas en el nivel escolar:

- Analitica: Predomina la componente légico-verbal
- Geométrica: Prevalece la componente pictérico-visual

- Arménica: Equilibrio de las dos componentes. En esta ultima se
distinguen dos subtipos:

- Armoénica abstracta: Si puede usar soporte visual en la
resolucién de problemas, pero no es el preferido.

- Armonica pictorica: Si puede usar soporte visual en la
resolucion de problemas y prefiere hacerlo asi.

Los resultados que ofrecid el trabajo de Aspinwall et al. (1997) sobre la
capacidad de Tim para discriminar graficamente una funcién y su derivada
mostraron que el estudiante era un experto al aplicar reglas para determinar
derivadas, mientras que utilizaba soporte visual cuando resolvia problemas
y preferia hacerlo asi, aunque su habilidad para pensar sobre un problema
fue obstaculizada por una imagen mental incorrecta que asociaba a la idea de
derivada para algunas funciones.

Tim construy6 la imagen de una funcidn polinébmica de segundo grado
como si tuviera asintotas verticales; sin embargo, afirmé que el dominio era de
todos los nimeros reales. Esta imagen errénea le hizo dibujar una gréafica de la
derivada en forma de funcién cubica, que entraba en conflicto con su
conocimiento analitico de que la derivada de una funcion cuadratica debia ser
una recta. No obstante, Tim no fue capaz de controlar sus imagenes mentales, las
cuales siguieron interfiriendo en su pensamiento sobre la derivada.

El estudio de Aspinwall y otros ilustr6 de qué manera las imagenes
mentales que algunas veces los estudiantes crean y asocian a determinadas
funciones pueden condicionar su actuar durante la resolucion de problemas. Los
resultados hacen hincapié en el papel que cumple el tipo de tareas que realizan
los estudiantes y el tipo de funciones y representaciones (mas o menos
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prototipicas) que los profesores usan al exponer las ideas sobre la derivada.

4.2. La relacion entre la grafica de la funcion f vy la gréfica de la funcion
derivada f’

Desde los resultados del estudio que llevaron a cabo Ferrini-Mundy & Graham
(1994) se hizo énfasis en el papel clave que desempefiaba la comprension de la
relacion entre la gréafica de una funcién ( f ) y la de la funcién derivada ( f').

Los investigadores han empleado diferentes perspectivas tedricas para explicar
tal vinculo.

Algunos trabajos ocupan un modelo de cognicion neopiagetiano (Dubinsky,
1991, 1996), donde una acciéon es una transformacion de objetos que el
individuo percibe como algo externo; €l puede realizar transformaciones al
reaccionar solamente a indicaciones externas que le proporcionan detalles
precisos sobre qué pasos dar. Cuando una accién es repetida, el individuo
reflexiona sobre ella y puede ser interiorizada en un proceso. Un individuo que
ha construido un “proceso” puede describirlo, o invertir los pasos del proceso sin
necesidad de hacer los mismos.

En contraste con una accion, segun este marco teérico el individuo percibe
a un proceso como interno y bajo su control. Cuando reflexiona sobre las
operaciones aplicadas a un proceso en particular, toma conciencia del proceso
como un todo, hace aquellas transformaciones —sean acciones 0 procesos—
que pueden actuar sobre él y puede construirlas. Aqui estd pensando en
dicho proceso como un objeto; en tal caso, decimos que el proceso se ha
encapsulado en un objeto. Un esquema consiste en una coleccién coherente de
procesos, objetos y esquemas elaborados previamente (Trigueros, 2004).

Con base en esta forma de entender la construccion de los significados
de un concepto, Asiala y sus colaboradores (1997) estudiaron la comprension de
los alumnos sobre la relacion entre la gréafica de una funcion y la de su derivada.
De inicio, concibieron una trayectoria de aprendizaje hipotética del concepto
derivada para conjeturar como se desarrollaba su comprension, lo que en el
modelo APOE se llama descomposicién genética del concepto. La
descomposicidn genética que efectuaron fue la siguiente:

- Conocer y comprender la representacion grafica de puntos de una
curva en los ejes de coordenadas.

- Conocer y comprender el concepto pendiente de una linea.
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- Conocer y tener una buena comprensién del concepto de funcién,
asi como una imagen bien desarrollada.

- Al construir un esquema para la derivada se deben recorrer dos
caminos que estan coordinados: el grafico y el analitico.

Los investigadores entrevistaron a estudiantes que habian completado
cursos tradicionales y experimentales de calculo con ocho preguntas divididas en
dos grupos: cuatro sobre comprensién gréafica de una funcién y cuatro sobre
comprension gréfica de su derivada.

Por ejemplo, la pregunta 6 (Figura 3) daba informacion grafica de una
funcion y la recta tangente en un punto, del cual se daban las coordenadas (5, 4),
y se pedia calcular tanto el valor de la funcién en x =5, f(5)como el de la

funcién derivada en el mismo punto, f'(5):

(0,2

FIGURE 1. (uestion &

2.2.1. INTERVIEW QUESTION 6

Suppose that the line L is tangent to the graph of the function f at the point (5,4) as indi-
cated in the figure.>-Find f5), f'(5).
Each student was asked “Explain how you arrived at your answers.” The student was given
another sheet of paper and asked the following question:

Figura 3. Pregunta 6 en la entrevista de la investigacion de Asiala et al. (1997).

Sin embargo, la pregunta 7 (Figura 4) ofrecia informacién de tipo analitico
sobre la funcién h y su derivada h' y pedia que se esbozara la gréfica de la
funcion:

Estas cuestiones tenian como objetivo proporcionar informacion sobre la
coordinacién que hacian los estudiantes entre los modos gréficos y los analiticos,
lo cual se consideraba como clave para construir un esquema del concepto
de derivada. En tal contexto, el término coordinar alude a las relaciones que se
establecen entre signos (geomeétricos o analiticos) de igual categoria sintactica y,
por ende, al proceso de concertar medios para una accion comun; este es el caso
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de la resolucién del problema propuesto.

2.2.2. INTERVIEW QUESTION 7
Sketch a graph of the function & which satisfies the following conditions:

h is continuous,
h(0)=2, K'(=2) =K' (3)=0,and lim K(x)=oo
X = =00
h'(x) > 0 when; <4 <x <=2, and when =2 <x <3,
K'(x) < 0 when x <-4, and when x> 3,
h”'(x) <0 when x < =4, when ~4 <x <~2, and when 0 <x <5,
h"(x) >0 when =2 <x <0, and when x> 5,
lim h(x)=coand lim h(x)=-2
X =o0 X =0
Figura 4. Pregunta 7 en la entrevista de la investigacion de Asiala et al. (1997).

Los resultados de la investigacion realizada por Asiala y sus colaboradores
indicaron que los estudiantes que habian seguido el curso experimental (el cual
enfatizaba la relacién entre lo gréfico y lo analitico, y cuyo disefio instruccional
tomé en cuenta al analisis a priori de la forma en que se suponia que se construia
el conocimiento) tuvieron mas éxito que los que habian seguido los cursos
tradicionales. Asimismo, que un énfasis en la ensefianza sobre la coordinacién
entre los modos de representacion grafico y analitico, asi como sobre la relacion
explicita entre los significados gréaficos de la funcion y los correspondientes a la
derivada, ayudan a que los estudiantes lleguen a coordinar los dos modos de
representacion.

Este tipo de trabajo apoya la hipdtesis de que una ensefianza dirigida a
la generacion de mecanismos de construccion del conocimiento, como la
coordinacion entre los modos de representacion, que ofrece una manera de
entender la encapsulacion de los procesos en objetos —el modelo de construccion
del conocimiento explicito— coadyuva a la elaboracion del significado que
pueden hacer los alumnos (Gavilan, 2005; Gavilan, Garcia y Llinares, 2007).

Ahora bien, los resultados también plantean como caracterizar el proceso de
construccion tocante a la comprension del concepto de derivada. Buscar una
caracterizacion del proceso de construccién (desarrollo) va més alla de referir
simplemente las caracteristicas de determinadas formas de conocer los conceptos
en un momento determinado. Para abordar la problematica del desarrollo del
concepto vy, por tanto, de los mecanismos para construir el conocimiento, se ha
tenido en cuenta el modelo de cognicion descrito por Piaget & Garcia (1983,
1989). Los resultados sobre este aspecto seran comentados en el apartado que
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concierne al desarrollo del esquema.

Font (2000a) ha planteado la cuestion de disefiar una ensefianza dirigida a
que los alumnos puedan coordinar los diferentes sistemas de representacion,
asumiendo que dicho enlace es una prueba de la comprension. La investigacion
de Font parte de la hipdtesis de que el calculo de f'(x) a partir de f(X) se
puede interpretar como un proceso en que se ha de considerar a tres subprocesos
donde intervienen diferentes modos de representacion:

- Traducciones entre distintas formas ostensivas de representar
f(x).

- El paso de una forma de representacion ostensiva de f (x)a una de
f'(x).

- Traducciones entre las distintas formas ostensivas de representar

f/(x).

El término ostensivo es usado en el sentido de que se puede mostrar a otro
directamente. Por representacion ostensiva se entiende, a manera de ejemplo, la
formula de la funcion que el profesor escribe en la pizarra y el alumno ve
directamente.

Font (2000a) disefié una unidad didactica para alumnos de tercer afio de
Bachillerato Unificado Polivalente (BUP), cuyas edades eran de 15y 16 afios, y
primer afio de Bachillerato Cientifico Tecnolégico (jovenes 16 y 17 afios), con
actividades donde el estudiante debia realizar alguno de los tres subprocesos,
como una forma de modelizar los mecanismos de coordinacion mentales entre
los diferentes modos de representacion. Como representaciones ostensivas puso
a la expresion simbolica y gréafica, la tabla y la descripcion verbal de la
situacion.

La secuencia de actividades tenia como fin calcular la funcién derivada con
el uso de los procedimientos limite del cociente incremental, pendiente de
la tangente y tabla, que se valen de los procedimientos ostensivos de expresién
simbdlica, graficos y tablas. El analisis de los resultados no sélo puso de
manifiesto la dificultad que tienen los alumnos con los conocimientos previos
(en este caso los de funcion, traduccién entre diferentes representaciones de una
funcion, variacion de una funcidn, pendiente, tasa de variacion media,
velocidad), sino también que la definicion de funcion derivada f'(x)—-como
limite del cociente incremental y como pendiente de la tangente— presenta una

complejidad semidtica considerable. En cambio, la introduccién de la derivada
a partir de una tabla resulté mas fécil de entender.
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Los resultados del estudio muestran que, si se combinan en la ensefianza del
concepto de derivada las tres aproximaciones citadas (como limite del cociente
incremental, como pendiente de la recta tangente y como tabla de valores),
se facilita la comprension del estudiante.

5.LO LOCAL Y LO GLOBAL: LA RELACION ENTRE LA DERIVADA EN UN PUNTO
f’(a) Y LAFUNCION DERIVADA f7(X)

Otro aspecto importante en la comprensién de la derivada es la relacién entre el
aspecto local y global dado en un punto f'(a) y la idea de funcién derivada
f'(x), que permite pasar de una perspectiva puntual a una global, en intervalos.
El estudio que hizo Badillo (2003) dio a conocer la existencia de diferentes
significados de la idea de derivada en un punto y de la funcion derivada. La
comprensién grafica de f(x), f'(a) y f'(x), resultd ser dificil, ya que se
identificaron algunas inconsistencias como las siguientes:
- La confusién entre la derivada en un puntox=a,f'(a) vy la
funcién derivada, f'(x).

- La reduccion de la expresion simbélica de f'(x) a la ecuacion de
la recta tangente, y la graficade f’(x)a la de la recta tangente

- Las no justificaciones sobre el uso de las técnicas de derivacion
directas e indirectas (definicion en término de limite y las reglas
de derivacién)

Los resultados del trabajo de Badillo sefialaron que comprender la
idea de funcion derivada en un punto, f'(a), no implicaba comprender la idea
de funcion derivada f'(x). Sin embargo, aquellos sujetos que
comprendian la idea de funcién derivada, f'(X), parecia que entendian la de
derivada de la funcién en un punto f'(a).

La complejidad del concepto de derivada llevd a esta investigadora a
reparar en que la comprension del esquema de la derivada conlleva la tocante
a la relacidn entre lo local (derivada en un punto) y lo global (funcion derivada).
Sin embargo, tal vinculo no ha sido ampliamente estudiado hasta estos
momentos, por lo cual se plantean interrogantes acerca de como las diferentes
aproximaciones que pueden ser enfatizadas en la ensefianza pueden determinar
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el entendimiento de dicha relacién, asi como el papel que cumplen los diferentes
modos de representacion para favorecer la comprension de la relacion entre local
y lo global en el desarrollo de la comprension del esquema de derivada.

6. EL DESARROLLO DE LA COMPRENSION DEL ESQUEMA DE DERIVADA

Otro aspecto que se necesita tomar en cuenta para la comprension del concepto
de derivada es atender a su desarrollo desde la idea de esquema (Trigueros,
2004). La teoria piagetiana sobre el desarrollo de un esquema ha sido empleada
recientemente para tal fin (Baker et al., 2000; Cooley, Trigueros & Baker, 2007;
Sénchez-Matamoros, 2004; Séanchez-Matamoros et al., 2006). En la
aproximacion al desarrollo de un esquema (Piaget & Garcia, 1983, 1989)
a través de las fases intra, inter y trans un esquema se define como:

La estructura matematica formada por las relaciones l6gicas que se
establecen entre los elementos matematicos que constituyen una nocién
matematica, y que puede ser evocado para la resolucién de un problema.

Para Piaget, la abstraccion reflexiva se lleva a cabo mediante actividades
fisicas o mentales del sujeto que constan de dos partes, necesariamente
asociadas: la proyeccion del conocimiento existente a un plano superior del
pensamiento y la reorganizacion y reconstruccion de aquel conocimiento para
formar nuevas estructuras. Piaget & Garcia (1983, 1989) caracterizan a las tres
fases en el desarrollo de un esquema del siguiente modo:

- Intra. “Lo propio de este periodo es el descubrimiento de una
accion operatoria cualquiera, y la busqueda del andlisis de sus
diversas propiedades internas o de sus consecuencias inmediatas,
pero con una doble limitaciébn. En primer lugar, no hay
coordinacién de esta preoperacion con otras en un agrupamiento
organizado; pero ademas el analisis interno de la operacion en
juego se acomparia de errores que se corregiran progresivamente,
asi como de lagunas en la inferencia que de ella puedan
deducirse”

(p. 163).

- Inter. “Una vez comprendida una operacién inicial es posible
deducir de ella las operaciones que estan implicadas, o de
coordinarlas con otras ma&s o menos similares, hasta la
constitucion de sistemas que involucran ciertas transformaciones.
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Si bien hay aqui una situacidon nueva, existen sin embargo
limitaciones que provienen del hecho de que las composiciones
son restringidas, ya que solamente pueden proceder con
elementos contiguos” (p. 165).

- Trans. “En funcidn de lo que precede, como involucrando, ademas
de las transformaciones, sintesis entre ellas. Dichas sintesis llegan
a la construccion de estructuras” (p. 167).

El anélisis sobre el desarrollo de la comprension grafica de la conexion
entre una funcién y su derivada, siguiendo esta aproximacion piagetiana, lo
han realizado Baker et al. (2000) y Cooley et al. (2007). Uno de los items en la
investigacion de Baker y colaboradores pedia a los estudiantes que esbozaran
la gréfica de una funcién cuando se proporcionan algunas de sus propiedades
(en la primera y segunda derivada, limites y continuidad) en intervalos
especificos de su dominio de manera analitica (Figura 5).

Sketch a graph of a function h that satisfies the following conditions:
h is continuous;

h(0)=2,h'(-2)=h'(3) =0, and Ijgoh'(x) =o0;

h'(x) >0 when 4 <x<-2and when -2 <x<3;

h'(x) <0 when x <—4 and when x > 3;

h"(x) <0 whenx<—4,when 4 <x<-2,and when0<x<5;
h”(x)> 0 when -2 < x <0 and when x > 5;

xE,"_'m h(x) = oo andx]i@m h(x)=-2.

Figura 5. Item de la investigacion de Baker et al. (2000).

El anélisis de las respuestas permitio determinar que el esquema gréafico del
calculo varia de una persona a otra y puede evolucionar por caminos diferentes;
sin embargo, cada esquema personal pasa de algin modo por los mismos niveles
de desarrollo que describe el modelo de Piaget & Garcia.

Segln estos investigadores, el esquema grafico para un estudiante se
caracteriza por una combinacion de conceptos del calculo como la derivada,
los limites, la continuidad e ideas de precéalculo comprendidas en diferentes
niveles de desarrollo. De ahi, conjeturaron que el esquema de céalculo gréfico lo
formaban dos esquemas que nombraron como propiedad e intervalo, lo cual
permitia subrayar los diferentes niveles que tenian los estudiantes para
coordinar, por un lado, las propiedades del grafico dadas por condiciones
analiticas; por otro, para los diferentes niveles de los estudiantes para ligar una
propiedad gréafica a través de intervalos contiguos. Baker et al. (2000) sefialan
varios aspectos que constantemente provocaron dificultades a los estudiantes, y
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ayudaban a explicar algunos de los resultados:

- La existencia de puntos cuspide en la grafica de la funcion (y su
derivada).

- Laexistencia de una tangente vertical y el significado asociado.

- La supresién de la condicion previa de continuidad, que permitia
determinar los limites de aplicacion de los conceptos.

Los resultados que arrojé la investigacién de Baker y sus colaboradores
indicaron que un numero significativo de alumnos tenia una comprension
muy limitada de la segunda derivada; otros trabajaron sélo a partir de la
memorizacion, mientras algunos fueron incapaces de coordinar las condiciones
de la primera y la segunda derivada, lo cual puso de manifiesto que no
consideraban a las derivadas como funciones. Esto llevé a Baker y sus
colaboradores a afirmar que los estudiantes necesitan concebir a la primera
derivada en si misma como una funcion para entender la importancia de la
segunda derivada.

Para explicar el desarrollo del esquema de derivada con la perspectiva
piagetina de los niveles intra, inter y trans, en la investigacion de Sénchez-
Matamoros (2004) se aplico un cuestionario y se entrevistaron a estudiantes de
tres niveles educativos: 50 de primero de bachillerato (16-17 afios), 50 de
segundo afio de bachillerato (17-18 afios) y 50 de primer afio de licenciatura en
Matematicas. Con el fin de interpretar la manera en que los alumnos resolvian
los problemas y justificaban sus decisiones se distinguieron los elementos
matematicos de la nocién de derivada, considerando los modos de
representacion (analitico/grafico) y el caréacter tanto puntual (Xx=a) como
global (intervalo).

Asimismo, para determinar la coordinacion entre los diferentes elementos
matematicos se identificaron tres tipos de relaciones Idgicas que caracterizaban
las operaciones cognitivas que los estudiantes podian estar aplicando durante la
resoluciéon de los problemas (transformaciones, coordinaciones y sintesis que
conllevan a la construccion de las estructuras cognitivas). De esta manera, los
niveles de desarrollo del esquema de derivada se caracterizaron tomando en
cuenta a las relaciones l6gicas que podian establecerse entre los elementos
matematicos que conformaban el esquema (la manera de hacer efectiva la
coordinacién de elementos) y en funcion del uso que hacian de ellos los
alumnos al solucionar los problemas. Esta caracterizacién es una manera
de entender al desarrollo como coordinacion de la informacién que posee el
estudiante al intentar resolver un problema.
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Los resultados del trabajo realizado por Sdnchez-Matamoros apuntan que el
desarrollo del esquema de derivada no es algo que esté necesariamente
vinculado a conocer muchos elementos constitutivos del concepto, sino ser
capaces de coordinarlos al resolver problemas. En términos piagetianos,
significa deducir operaciones cognitivas a partir de las iniciales, o coordinar
dichas operaciones para hacer sistemas cognitivos mas complejos. Ahora bien,
los alumnos de primer afio de licenciatura en Matematicas podian conocer méas
elementos del esquema de derivada que los de bachillerato. Sin embargo, un
ntmero importante de ellos sélo eran capaces de usar los elementos matematicos
de manera aislada, o de relacionar un nimero limitado para obtener informacion
para resolver el problema.

Al caracterizar el desarrollo de la comprension mediante las relaciones
I6gicas que se constituian entre los elementos matematicos para obtener
informacion pertinente en la resolucion de problemas, los resultados de Sanchez-
Matamoros subrayaron que, al cabo de tres afios de ensefianza de la
derivada, el 31% de los estudiantes no eran capaces de ir mas alla de recordar de
manera aislada o relacionar algunos elementos.

Sin embargo, dicha investigacion puso de manifiesto que habia una
construccidon progresiva del esquema y que se presentaba cierta influencia de
los modos de representacion al establecer las relaciones légicas, o al ocupar los
elementos matematicos necesarios en determinadas situaciones (es decir, en la
coordinacién cognitiva). En tal contexto, la sintesis de la informacion gréfica y
analitica fue considerada como caracteristica del nivel trans de desarrollo del
esquema de la derivada. Ademas, con las respuestas que dieron los estudiantes
situados en el nivel trans se tuvo evidencia sobre la tematizacion del esquema
de derivada cuando eran capaces de trasladar las relaciones entre una funcién
y su derivada a las concernientes entre la funcién derivada y la derivada
segunda, y hacian uso de ello para tomar decisiones en la resolucién de
problemas (Sanchez-Matamoros, 2004; Sanchez-Matamoros et al., 2006).

En tal sentido, los resultados del estudio hecho por Sénchez-Matamoros
(2004) parecen corroborar la conjetura formulada por Baker et al. (2000), al
mostrar que los alumnos que estaban situados en el nivel trans de desarrollo del
esquema de la derivada, y eran capaces de trasladar las relaciones entre f y f'
al par de funciones (f', f"), tenian un comportamiento en la resolucién de
determinados problemas que podia ser interpretado en el sentido de que habian
tematizado el esquema de derivada. Tanto en la investigacién de Sanchez-

Matamoros et al. (2006) como en la de Baker et al. (2000) se pone de relieve que
hay una construccion progresiva del esquema y que los modos de representacion
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influyen en la constitucion de los mecanismos de transicion de un nivel al
siguiente.

7. LA APLICACION DEL CONCEPTO DE DERIVADA: EL DESARROLLO DE LA
COMPRENSION DE LA REGLA DE LA CADENA

Los libros de calculo que introducen el concepto de derivada, como el capitulo
cinco de Andlisis matemético, de Apdstol (1982), inicia con la definicion de
derivada, sigue con las relaciones entre derivada y continuidad y finaliza con
el algebra de derivadas y una aplicacion importante de esta nocién concepto:
la regla de la cadena.

Algunas investigaciones, como la de Clark et al. (1997), se han centrado en
las aplicaciones de la derivada, con fundamento en el marco tedrico de APOE.
Clark y sus colaboradores supusieron el desarrollo del esquema de la regla de la
cadena a través de los niveles intra, inter y trans. En su estudio participaron 41
alumnos que al menos habian completado dos semestres de célculo en una
variable; ellos cursaban las carreras de Ingenieria, Matematicas y Ciencias, de
cuales 17 habian tomado un curso experimental y los 24 restantes un curso con
un método estandar.

Estos investigadores llevaron a cabo una descomposicion genética inicial
del concepto de la regla de la cadena, a la que concibieron como la
descripcion de una trayectoria hipotética del aprendizaje por la cual puede
transitar un estudiante en el aprendizaje del concepto; ademads, entrevistaron
a los estudiantes sobre diferentes tareas (Figura 6).

Let £ be the function given by fix) = (1—4x°)2. Compute f°.

Can you think of another way of doing this problem?

Can you be sure that two methods will always give the same answer? Explain.

Let F be the function given by F(x) = [3"*¢"’ ds. Compute F. Explain what you did.
Why is the chain rule true?

Let A be a real number. Given that the following relation defines a function,

xJy +yJx = A, find its derivative.

10. A ladder A feet long is leaning against a wall, but sliding away from the wall at the rate
of 4 ft/sec. Find a formula for the rate at which the top of the ladder is moving down
the wall.

Figura 6. Tareas presentadas en la entrevista de la investigacion de Clark et al. (1997).

O th

Asi, en latarea 1 el alumno tenia que derivar (1—4x>)? de dos formasy
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comparar los dos métodos. En la tarea 4 se daba F(x)como la integral entre 0 y

senx de e" y se pedia completar F'. La tarea 5 preguntaba por qué la regla
de la cadena era cierta; la 9 inquiria sobre la diferenciacion implicitay la
10 sobre razones. El andlisis de la resolucion en las diez tareas permitié a los
investigadores obtener informacion acerca de la comprensién que tenian los
estudiantes del esquema de la regla de la cadena.

Ahora bien, el andlisis de las respuestas que formularon los alumnos hizo
posible que Clark y sus colaboradores propusieran una descomposicion genética
revisada:

- En el nivel intra los alumnos tienen una coleccion de reglas para
encontrar derivadas, que incluye algunos casos especiales, pero no
han reconocido los vinculos entre ellas.

- El segundo nivel de desarrollo, el inter, se encuentra caracterizado
por la habilidad del estudiante para ver todos los casos diferentes
y distingue que en algunas ocasiones estan relacionados.

- En el nivel trans, el alumno debe construir la estructura de la
regla de la cadena; vincular la composicion o descomposicion de
funciones a la diferenciacion, asi como hacer que los elementos
del esquema se muevan desde sus descripciones, realizadas de
manera esencial por una lista, a su descripcion mediante una regla
simple. Asimismo, los estudiantes conjeturan que un esquema
maduro de la regla de la cadena depende estrechamente del
esquema de funcién del individuo.

La comprension de la derivada conlleva su uso en distintas aplicaciones,
entre las que destaca la regla de la cadena. Como podemos inferir del trabajo
realizado por Clark y sus colaboradores, la construccion que el estudiante
hace de esta aplicacion puede seguir unas pautas. La descomposicion genética
ofrece una aportacion que se requiere atender en las decisiones instruccionales
gue tomen los profesores.

8. CONCLUSIONES

La informacion de los trabajos que hemos citado, en forma conjunta, ahondan en
dos &mbitos que conciernen a la manera como los estudiantes llegan a entender
el concepto de derivada:
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- Las caracteristicas de los significados del concepto de derivada
que elaboran

- El desarrollo de tales significados

Respecto al primer dmbito, se ha mostrado la influencia que tienen los
contextos, ya que los estudiantes no conectan automaticamente un proceso
vinculado con la idea de derivada (razén, limite, funcién, etc.) dado en un
contexto con el mismo proceso que aparece en otro contexto. Un ejemplo es la
confusion de la velocidad media con la instantanea en un punto (Azcérate,
1990). En este sentido, se aboga por la idea de que se alcanzard una
comprension completa de la derivada cuando se reconozcan y reconstruyan los
significados de razon, limite y funcién en diferentes contextos (Zandieh, 2000;
Zandieh & Knapp, 2006).

Asimismo, los modos de representacion grafico y analitico influyen en la
construccion de los significados que hacen los alumnos, debido a que los
pueden considerar como separados al aplicar algoritmos sin relacion (Ferrini-
Mundi & Graham, 1994). En este sentido, se han identificado dificultades en
la comprensién de la diferenciacion y en la grafica asociada al cociente
incremental (Orton, 1983), asi como en dotar de significado gréafico a la derivada
de la funcién en un punto (f'(a)), al confundirla con la ordenada (f(a)),

de acuerdo con Azcarate (1990). Las dificultades para relacionar los modos
grafico, numérico y analitico se manifiestan en contextos gréaficos, cuando
los estudiantes solicitan la expresion analitica de la funcion para resolver
determinadas cuestiones (Asiala et al., 1997). Habre & Abboud (2006) dicen
que quizd es consecuencia de que las definiciones matematicas son
tradicionalmente analiticas, lo cual genera un obstaculo en las mentes de los
alumnos.

Por otra parte, el comportamiento de los estudiantes frente a aspectos
caracteristicos de las funciones como la existencia de puntos cuspides, tangentes
verticales y cambios en las condiciones de continuidad, al igual que la
relacion entre la primera y la segunda derivada, permite discriminar aspectos
de la comprension construida (Baker et al., 2000). En cuanto a tal punto,
la instruccién que se basa en las traslaciones entre distintos modos de
representacion (Font, 2000a) y potencia el estudio de la idea de variacion
desde contextos numéricos parece ayudar a la construccién del significado de la
derivada. De esta manera, se empieza a argumentar que la introduccion al
calculo diferencial a través de la variacion del movimiento deberia desarrollarse
en un contexto numérico, Y el aspecto grafico se complementaria con el uso
de dispositivos tecnoldgicos, como la calculadora gréfica. (Sanchez y Molina,
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2006).

Harel et al. (2006) sefialan que la tendencia de muchos estudiantes a
recordar parte de sus concepto imagen en lugar de la definicion al resolver tareas
matematicas no es necesariamente malo. Afirman que una de las formas de
instruccion que enriquece el concepto imagen de los alumnos es ayudarlos a
adquirir la habilidad para visualizar los conceptos matematicos. Sin embargo,
Mamona-Downs & Downs (2002) precisan que, si bien los multiples concepto
imagen para una misma nocidon matematica pueden ser de ayuda a una persona,
también pueden crear factores potenciales de conflicto entre ellos.

En cuanto al segundo &mbito, las investigaciones sefialan que, en primer
lugar, el desarrollo de los significados de la derivada estd vinculado a la
integracion de los significados de la derivada en un punto (f’(a)) y la funcién

derivada (f'(x)), como dice Badillo (2003), al igual que a las conexiones

entre los modos gréafico y analitico (Asiala et al., 1997). Por su parte, el
trabajo de Baker et al. (2000) sugiere que el esquema de calculo gréfico consta
de dos esquemas: la propiedad y el intervalo que permitia subrayar, por
un lado, los diferentes niveles que alcanzan los estudiantes para coordinar
las propiedades del gréfico, dadas por condiciones analiticas; por otro, los
diferentes niveles logrados para enlazar una propiedad grafica a través de
intervalos contiguos.

El andlisis de Sanchez-Matamoros (2004) revel6 que habia una
construccion progresiva del esquema de derivada, y que los modos de
representacion influian para instaurar relaciones logicas entre los elementos
matematicos durante la resolucion de problemas, o bien para hacer uso de
los elementos matematicos necesarios en determinadas situaciones. Los dos
aspectos llevaron a introducir subniveles en la caracterizacion del desarrollo del
esquema de derivada, visto desde la aproximacion teérica que ofrece el modelo
APOE.

Una caracteristica importante en el desarrollo de la comprension es la idea
de sintesis de la informacion grafica y analitica en el nivel trans. Ademas, en tal
nivel se tuvo evidencia sobre la tematizacion del esquema de derivada cuando,
en la resolucion de problemas, los alumnos eran capaces de trasladar las
relaciones entre una funcion y su derivada a las concernientes entre la funcion
derivada y la funcién derivada segunda, ocupando esto para tomar decisiones.

Los dos ambitos que se identificaron en la comprensién de la derivada,
las caracteristicas del significado construido y el desarrollo del esquema de
derivada permiten compartir con Harel et al. (2006) la idea de que una de las
formas para empezar a conocer un concepto es: a través de conexiones con
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otros conceptos (limites o funciones, en el caso de la derivada); a través de
los diversos modos de representacion (el grafico y el analitico en la derivada) y a
través de conocer sus diferentes propiedades y procesos. Esta inferencia desde
las investigaciones apoya el desarrollo de aproximaciones sistémicas al estudio
de la comprension y uso de todo lo relativo a la cuantificacion del cambio
relacional (Cantoral y Farfan, 1998).

Aln existen aspectos en los que se deben centrar las investigaciones,
tomando en cuenta la complejidad que representa la derivada, lo cual ha hecho
que el estudio sobre su comprension haya sido abordado desde distintas
perspectivas. Entre ellas, destaca la teoria del desarrollo de un esquema,
formulada por Piaget (a través de los niveles intra, inter, trans), de la que se han
hecho distintas adaptaciones que contemplan particularidades o especificidades
(Baker et al., 2000; Clark et al., 1997; Cooley et al., 2007; Sanchez-Matamoros,
2004; Sanchez-Matamoros et al., 2006).

Hemos podido detectar tres &mbitos en que se desarrolla la comprensién de
la nocion de derivada. El primero ocurre en la relacion entre los conceptos
basicos de razon de cambio y cociente incremental, que dan forma a la derivada
de una funcién en un punto; el segundo en los sistemas de representacion,
cuya integracién origina una dimensién necesaria para el desarrollo de la
comprension; el tercero en la relacion entre la derivada de una funcion en un
punto y la funcién derivada y el operador derivada.

En este sentido, la aproximacion socioepistemoldgica permite introducir
el estudio del lenguaje variacional desde perspectivas sistémicas. Si bien
la adquisicion de un concepto toma relevancia en todos los niveles de
matemética educativa, lo es especialmente en Pensamiento Matematico
Avanzado, donde un ndmero significativo de ideas deben ser consideradas
necesariamente de manera conjunta para interpretar una presentacion formal.

Existe la creencia de que la toma de decisiones curriculares en la politica
educativa, asi como las instruccionales que realizan los profesores, deberian
basarse, entre otras cosas, en los resultados de investigaciones. La revision que
expusimos en este articulo busca aportar una informacidon util, la cual debe ir
completandose y amplidndose con los estudios que aborden las nuevas lineas de
investigacion identificadas, cuyo objetivo radica en aumentar nuestra
comprension de como los alumnos de secundaria y primeros afios de universidad
dotan de significado y usan el concepto de derivada.
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