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RESUMEN

Este trabajo reporta una investigacion sobre el papel que desempenan las
argumentaciones en el aula de matematicas y especificamente, las caracteristicas de
aquéllas que se realizan por reduccion al absurdo, a fin de comprenderlas como un
recurso de validaciéon de resultados en matematicas que se logra a través de una
construccion sociocultural. Se ha centrado el caracter cultural en el aspecto profesional,
por lo que la atencién se dirigié hacia estudiantes de distintas carreras y formaciones,
para determinar las distintas concepciones de alumnos y los mecanismos de su
funcionamiento.

Esta investigacion se ubica en la perspectiva socioepistemoldgica, la cual ofrece una
vision incluyente de las variables del tipo social y cultural que participan en la construccion
del conocimiento.

Los resultados que se obtuvieron muestran evidencias de la construccién de las
argumentaciones como resultado de practicas sociales, ya que fue posible, por una
parte, identificar en las respuestas obtenidas caracteristicas que reflejan la formacién
profesional, y por otra comprender que las argumentaciones por reduccion al absurdo
no son utilizadas en problemas que exceden el ambito académico ni siquiera por los
estudiantes que son capaces de justificarlas y utilizarlas en contextos propios de las
matematicas.

® PALABRAS CLAVE: Socioepistemologia, demostracién por reduccion al absurdo.

ABSTRACT

This work presents a research about the role that held argumentations in mathematics
classroom and the characteristics of the argumentation by reduction to the absurd, trying
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to understand these ones as a resource of validation of results in mathematics that is
achieved through and cultural construction. The cultural character has been centered in
the professional aspect, therefore our attention was fixed in different career students,
trying to determine the different conceptions of the pupils and the operation mechanisms.
This research is located in the socioepistemological perspective that offers a vision that
includes cultural and social variables that participate in the knowledge construction. The
results shows evidence of the social construction of argumentations as social practices,
since it was possible to identify some characteristic at the answers that reflect the
professional training, and additionally to understand that argumentations for reduction to
the absurd are not applied to problems solve that exceed the academic area not even by
the students that had been capable of justifying them and to use them in mathematic
contexts.

® KEY WORDS: Socioepistemology, proof by contradiction.

RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigacdo sobre o papel que desempenham as
argumentagdes nas aulas de matematica e as caracteristicas das argumentagdes por
reducdo ao absurdo, tratando de compreendé-las como um recurso de validagao de
resultados na matematica que se alcangam por meio de uma construgéo sociocultural.
Foi enfocado o carater cultural no aspecto profissional, pois a atencéo se concentrou
nos estudantes de distintas carreiras e formagdes, tratando de determinar as distintas
concepcdes de alunos e os mecanismos de seu funcionamento. Esta investigagao se
situa na perspectiva sécio-epistemoldgica, a qual oferece uma visao que inclui as variaveis
do tipo social e cultural que participam na constru¢gao do conhecimento. Os resultados
mostram evidéncias da construgao das argumentagées como resultado de praticas
sociais, ja que foi possivel, por um lado, identificar nas respostas obtidas caracteristicas
que refletem a formagéao profissional, e por outro compreender que as argumentagdes
por redugao ao absurdo nao sao utilizadas em problemas que transcendem o ambito
académico nem se quer pelos estudantes que sdo capazes de justifica-las e utiliza-las
em contextos proprios da matematica.

® PALAVRAS CHAVE: Sdcioepistemologia, demostracédo por redugao ao absurdo

RESUME

Ce travail reporte une recherche sur le réle qui accomplissent les argumentations dans
la salle de classe de mathématiques et les caractéristiques des argumentations par
réduction a I absurde ; on essaye de les comprendre comme un moyen de validation
des résultats en mathématiques qui réussit a travers une construction socioculturelle.
On a centré le caractére culturel dans I’ aspect professionnel, raison pour laquelle I
attention est mise sur les étudiants de différentes carriéres et formations, en essayant
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de déterminer les distinctes conceptions des éléves et les mécanismes de son
fonctionnement. Cette recherche se place dans la perspective socicepistemologique,
laquelle offre une vision dont les variables du type social et culturel qui participent dans
la construction de la connaissance sont incluses. Les résultats obtenus montrent
évidences de la construction des argumentations comme résultat des pratiques sociales,
d’ aprés qu’ il fut possible, par un coté, d’ identifier dans les réponses obtenues qui
refléetent caractéristiques de la formation professionnelle, et par I’ autre coté, de
comprendre que les argumentations par réduction de I' absurde ne sont pas utilisées
dans des problemes qui excédent le milieu professionnelle ni par les étudiants que son
capables de les justifier et les utiliser dans des contextes propres aux mathématiques.

® MOST CLES: Socioepistemologie, démonstration par réduction & I’ absurde.

Intuicién y razonamiento en
matematicas

Es indudable la existencia de cierta
relacion entre la légica y las matematicas;
sin embargo, no ha sido siempre
considerada de la misma manera. Alo largo
de la historia, diversos pensadores han
defendido posturas diferentes sobre dicha
relacion: las matematicas como un capitulo
de la légica, la I6gica como un capitulo de
las matematicas e incluso ambas como una
misma disciplina. Si bien se trata de
posiciones que en cierto modo pueden
considerarse encontradas, las tres
coinciden en afirmar la afinidad indudable
entre matematicas y légica. Cualquiera que
sea la perspectiva adoptada, al hacer
referencia a las matematicas es inevitable
pensar en el razonamiento légico para
adquirir sus conceptos y para desarrollar
y aplicarlos. En lo que sigue apuntaremos
algunos argumentos que diversos autores
esgrimen en tal direccion.

Las matematicas han sido consideradas en
los ultimos siglos como la ciencia deductiva
por excelencia (Boyer, 1996), ya que en
ella se pueden obtener unos resultados a
partir de otros mediante la aplicacion de
leyes logicas. Como cualquier otra ciencia,
describe y enuncia proposiciones

verdaderas acerca de los objetos de los
que trata, cuya validez se sustenta
basicamente en el caracter deductivo de
la logica.

A través de la historia han surgido
innumerables polémicas entre matematicos
acerca de la aceptaciéon o no de ciertas
caracteristicas del quehacer matematico, del
papel de las demostraciones y de las
definiciones, del nivel de rigor necesario y
de los distintos enfoques que pueden darse
al conocimiento matematico.

El conocimiento matematico se origina y
sustenta basicamente en dos modos de
comprension y expresion: uno se realiza de
forma directa, que corresponde a la intuicion,
y el otro de forma reflexiva, es decir, l6gica
(NCTM, 2000). Estos modos de
conocimiento, aunque de naturaleza distinta,
son complementarios e indispensables en
la matematica: el primero es creativo y
subjetivo, mientras que el segundo, analitico
y objetivo. Ambos se combinan en el proceso
mediante el cual se describen los objetos
matematicos, sus relaciones y la manera en
que es posible operar o interactuar con
ellos.
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Ahora bien, en la ensefanza de las
matematicas no se debe descartar a priori
ninguna forma de razonamiento inductivo
o0 deductivo. Empero, no se puede ni se
debe pretender que los alumnos, sobre todo
en los primeros niveles de la ensefianza,
se muevan dentro de un marco axiomatico
riguroso y formal. Tal forma de razonar
requiere de una madurez que recién
comienza a alcanzarse en los Ultimos afios
de la adolescencia, y su pleno manejo
requiere de un desarrollo mas profundo del
pensamiento (NCTM, 2000). Sin embargo,
ya desde edades tempranas es necesario
que los nifios aprendan a intuir, plantear
hipotesis, hacer conjeturas, generalizar vy,
cuando sea posible, ensayar pequenas
argumentaciones y demostraciones, sin
exigencia de formalizacion. En ciertos
niveles y momentos del aprendizaje la
forma de razonar puede tener tanto interés
como los propios contenidos conceptuales
porque el razonamiento es, en si mismo,
un gran contenido a aprender. Dicho
proceso no es sencillo y no puede aislarse
de los contenidos conceptuales de las
matematicas; se halla presente ante el
abordaje de cualquier contenido
matematico, sea geométrico, aritmético,
algebraico o de la rama de las matematicas
en la que queramos trabajar.

La intuicion, entendida como la captacion
primera de conceptos que nos permite
comprender lo que nos rodea, surge desde
la nifiez y constituye el punto de partida en
la investigacion y en el aprendizaje. Ante
el planteo de un problema matematico debe
despertarse el interés, basado en la
aceptacion de la incertidumbre inicial como
parte del proceso de aprendizaje. Debido
a que la intuicién por momentos no sigue
estrictamente los pasos del razonamiento
I6gico, este método puede conducirnos por
caminos falsos; por ello es necesario
extremar el cuidado y ejercer el control del
razonamiento, mas tiene que aprovecharse

la intuicion para ayudar al aprendizaje.
Ademas, debemos recordar que en los
niveles basicos y medio no se estan
formando matematicos esencialmente;
segun los objetivos de los programas
educativos, se esta ensefiando a usar las
matematicas y educando en la
comprensién y manejo del método de esta
ciencia. Se intenta que los estudiantes se
apropien de un pensamiento légico; sin
embargo, se reconoce que hace falta
educar a la intuicién y al razonamiento.

El concepto de demostraciéon matematica
ha evolucionado notablemente a través de
la historia (Arsac, 1987). La idea de qué
es una demostracion y cuando se la
considera valida es relativa al escenario
sociocultural en el cual nos ubiquemos y
varia considerablemente de una cultura a
otra. La historia del desarrollo y evolucién
de las matematicas es, en cierto modo, la
de la relacion entre los dos aspectos del
conocimiento: la intuicion y la légica. En
algunos escenarios se pone de manifiesto
claramente el predominio de uno sobre el
otro; en otros ocurre a la inversa.

La mayoria de las ciencias, en particular
las que atafien a los campos de las
matematicas, parten de la induccion, unida
a la intuicién, como método para enunciar
sus proposiciones. El razonamiento
inductivo se basa en la elaboracion de
conjeturas e hipoétesis que, a partir de un
conjunto de observaciones, conducen a la
generalizacion de propiedades. Tal método
en las matematicas puede ser el punto de
partida para la busqueda de regularidades
en un grupo de datos que pueden ser de
naturaleza diversa (numeros, graficas,
formas geométricas, etc.) hacia la
formulacion de generalizaciones sobre la
base de lo observado. Probar una
propiedad requiere de la deduccion que la
independiza de la experiencia y la torna
universal.



@—Una vision socioepistemoldgica de las argumentaciones en el aula. El caso de las demostraciones por reduccion al absurdo

El razonamiento proporciona un modo
potente para desarrollar y codificar
conocimientos sobre una amplia variedad
de fendmenos. Por medio del analisis es
posible percibir patrones, estructuras o
regularidades tanto en situaciones de la
realidad como en objetos simbdlicos. La
observacion de esos patrones da la
posibilidad de preguntarse si son
accidentales o si hay razones para que
aparezcan. Surgen asi conjeturas que
deben ser puestas a prueba y que originan
demostraciones.

Con relacion a la légica, en el aula es
fundamental también motivar a los alumnos
en la capacidad para detectar
inconsistencias en los razonamientos
propios y ajenos, ya que esta mirada critica
les permitira poder avanzar hacia distintos
niveles de pensamiento. Sin embargo, el
proceso deductivo a nivel de ensefianza
plantea limitaciones y posibilidades, debido
a que en él intervienen tanto cierto dominio
de los conocimientos como una cierta
habilidad en el manejo de principios l6gicos
que requieren de madurez de
pensamiento; de ahi que en los primeros
niveles de la ensefanza no tiene sentido
plantear deducciones en el sentido riguroso
de la palabra (Balacheff, 2000). Recién
hacia los diez y seis afos se va formando
en el ser humano la capacidad de
abstraccion necesaria para comenzar a
interiorizar el pensamiento formal (Santalo,
1981); para llegar a esto es imprescindible
desde un principio desarrollar habilidades
deductivas, teniendo en cuenta las
limitaciones de cada caso (Santalo, 1966).

Demostraciones en el aula

El concepto de demostracién suele ser
considerado actualmente como una de las
nociones medulares en las matematicas,
y es casi unanime que debe ser transmitida

a los alumnos a partir de los trece afos.
Diversas investigaciones en el area de la
ensefianza de la matematica sefalan su
importancia (Balacheff, 1982; Godino &
Recio, 2001; Ibafies, 2001; Knuth, 2002),
ya que en el quehacer matematico resulta
indispensable la capacidad de razonar
para lograr la comprension.

También los disefiadores de curriculo
sefialan las dificultades que involucra la
adquisicion de esta capacidad:

El razonamiento y la demostracion no
pueden ensefiarse, por ejemplo, en una
simple unidad sobre logica, o haciendo
demostraciones en geometria (...). El
razonamiento y la demostracion
deberian ser una parte consistente de
la experiencia matematica durante toda
la escolaridad. Razonar
matematicamente es un habito mental
y, como todo habito, ha de desarrollarse
mediante un uso coherente en muchos
contextos.
(NCTM, 2000, 59)

En Argentina, se sugiere su construccion
en forma gradual y en espiral durante la
Educacion General Basica (EGB), que se
supone continuara posteriormente:

A lo largo de toda la EGB, el contraste
de conceptos y relaciones, la
busqueda de regularidades en un
conjunto de datos (hechos, formas,
numeros, expresiones algebraicas,
graficos, etc.) y la formulacion de
generalizaciones sobre la base de lo
observado a la experiencia o a la
intuicion, apuntaran a la formacion del
razonamiento inductivo (...). La
capacidad de razonar l6gicamente
crece con la edad y las experiencias
de dentro y fuera de la escuela. En los
distintos grados se han de ir ampliando
los contextos de aplicacion de la
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misma (numéricos, geométricos, de
proporcionalidad, gréficos, etc.) y el
rigor con que se la utilice.

(Ministerio de Cultura'y Educacion, 1995, 91)

Sin embargo, a menudo en la tarea
docente debemos enfrentarnos a
situaciones en las que los alumnos no
comprenden la necesidad de la
demostracion de propiedades en
matematica. En ciertas oportunidades se
contentan con una simple verificacion; en
otras “creen” la propiedad porque les
resulta evidente o porque el docente o un
libro lo ha dicho asi. Aun cuando los
alumnos puedan llegar a comprender que
en ciertos momentos es necesario
demostrar una propiedad, la dificultad de
asumir la exigencia de las demostraciones
en las ciencias formales se complica mas
aun cuando ellos las realizan; por ello, las
distintas formas del pensamiento légico no
siempre son logradas de manera
satisfactoria por los alumnos en la escuela.
A continuacion mostraremos algunas
referencias sobre cdmo debiese orientarse
el proceso en el aula, segun los niveles
escolares. Cabe sefialar que esta es una
gran problematica no resuelta donde
diversos actores, desde diferentes
perspectivas, consagran sus esfuerzos.

La demostracion en clase de matematicas
presenta una gran diversidad de formas y
aparece en los distintos niveles educativos
a través de variados tipos de
argumentaciones. Su valor en el aula varia
de unos niveles a otros, pero su objetivo
mas amplio es ayudar a comprender la
necesidad de validar de modo objetivo el
conocimiento cientifico; en el caso
particular de las matematicas, a través del
razonamiento. El pensamiento deductivo
se va construyendo lentamente a lo largo
de las distintas etapas de la ensefianza
escolar, lo cual no significa que se logre

realmente su construccion de manera
solida, ya que es comun encontrar alumnos
universitarios que todavia no han logrado
dominar este contenido procedimental
(Ibanez, 2001).

Como los matematicos estan habituados a
demostrar, consideran muchas veces que
se trata de un procedimiento natural en el
estudio de la matematica; sin embargo, se
perciben serios obstaculos al adquirirlo. Lo
que para el matematico es natural y facil
para la mayor parte de los estudiantes es
algo dificil, artificial e incluso sin sentido,
ya que muchas veces no manifiestan la
necesidad de la demostracion para aceptar
una propiedad. Esto pone en evidencia
concepciones distintas con respecto a la
matematica (Godino y Recio, 2001).

A nuestro juicio, la problematica de la
demostraciéon en el aula de matematicas
debe enmarcarse en otra problematica mas
amplia: el desarrollo y evaluaciéon de las
distintas practicas argumentativas que se
realizan en tal ambito (Crespo, 2005).

Cabe precisar que la escuela en general y
las matematicas en particular contribuyen
al desarrollo de las ideas légicas; sin
embargo, como hemos mencionado, esto
no siempre se logra. Es cierto que se puede
observar que —en el mejor de los casos—
los docentes aplican en ciertas ocasiones
los procedimientos légicos de forma no
sistematica, sin un objetivo determinado y
sin tener en cuenta las particularidades
esenciales que los caracterizan.

Los procedimientos légicos mas
elementales son los que se relacionan con
las propiedades de los conceptos. En
primer lugar se aislan propiedades, donde
intervienen las operaciones racionales del
pensamiento: analisis, sintesis,
comparacion, abstraccion, concrecion,
generalizacién y particularizacion
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(Ministerio de Cultura y Educacién, 1995).
Otro procedimiento légico elemental
relacionado (NCTM, 2000) consiste en
asociar propiedades a un objeto. A medida
que aumenta la complejidad de los objetos
y el grado de abstraccion de las
propiedades, se hace necesario recurrir a
otros procedimientos, como reconocer
propiedades, distinguir propiedades
esenciales, necesarias, suficientes y
necesarias y suficientes, identificar
conceptos, definir, clasificar, ejemplificar
y deducir propiedades.

En los primeros afos de la escuela
predomina una matematica de
caracteristicas informales, por lo cual los
conceptos aparecen totalmente
conectados con objetos y situaciones de
la vida cotidiana y de la realidad fisica.
Las argumentaciones poseen en esta
etapa un caracter informal e intuitivo; las
actividades matematicas orientadas a
fortalecerlas se refieren a justificar
soluciones y conjeturas. Los materiales
concretos ayudan a comprender
procedimientos y algoritmos; de esta
manera, los nifios se apoyan muchas
veces en objetos concretos para explicar
y justificar sus ideas y resultados.

Desde que los nifios comienzan a tener
sus primeras aproximaciones a los
objetos matematicos es conveniente que
comprendan que siempre hay que
razonar las afirmaciones que se hacen.
Muchas veces, cuando no encuentren
otro tipo de razon, pueden apelar a otras
alternativas para apoyar sus
afirmaciones, haciendo uso de un criterio
de autoridad para validar proposiciones.
Posteriormente, tendrian que asumir que
en el razonamiento matematico
aparecen reglas especificas, basadas en
ciertas herramientas propias que
construyan para lograr un razonamiento
sistematico (NCTM, 2000).

Ya en la escuela media, se espera
(Santal6o, 1966) que aparezcan
argumentaciones de caracter empirico-
inductivo y demostraciones deductivas
informales, aunque a veces elementales.
A pesar de que muchos alumnos contindan
teniendo a veces un pensamiento concreto
que depende del contexto fisico o
especifico para poder percibir
regularidades y relaciones, y deben apoyar
sus razonamientos en el uso de materiales
concretos, otros ya son capaces de un
razonamiento mas formal en el que se
alcanza un mayor grado y de abstraccion.
Deben fomentarse actividades orientadas
a la formulacién de hipodtesis y al
razonamiento inductivo, asi como poner
gran énfasis en la importancia de la
verificacion deductiva.

El razonamiento se va desarrollando en las
clases en que se anima a los alumnos a
exponer sus ideas para que sean
debatidas; estos intercambios de ideas
deberan ser receptivos, permitiendo a los
estudiantes explicar y justificar lo que
piensan, y aprender como detectar falacias
y ser criticos ante los pensamientos propios
y ajenos. En la clase de matematicas, los
alumnos deberian formular con frecuencia
conjeturas sobre las relaciones de los
objetos con que estan trabajando,
investigar dichas conjeturas y elaborar
argumentaciones sobre la base de su labor.
La formulacion de conjeturas y su
justificacion constituyen parte de la
actividad matematica del aula. Debe
comprenderse que aun las ideas erroneas
pueden ser, con frecuencia, fuentes de
importantes discusiones y descubrimientos
matematicos (NCTM, 2000).

Ya en el nivel superior, los objetivos
propuestos dependeran de las carreras y
orientaciones de los alumnos; en algunas
carreras, las demostraciones se tornaran
en procedimientos habituales. Sin
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embargo, aun en aquéllas donde las
matematicas tengan un caracter mas
operatorio, no debe olvidarse nunca que
es primordial el manejo de las
argumentaciones para justificar
afirmaciones y procesos. Los objetivos
planteados para el nivel medio deben
seguir vigentes, cualquiera que sea la
carrera en la que se encuentre el
estudiante, ya que este nivel la madurez
del pensamiento légico permitira que
dichos propésitos se alcancen mas
plenamente.

El valor de la ensefianza de la
demostraciéon matematica y de las
argumentaciones en el aula varia de unos
niveles educativos a otros, pero su valor
general es ayudar a comprender la
necesidad de validar las diferentes
proposiciones matematicas que se
aprenden y (dentro de un objetivo mas
amplio) poder discernir la necesidad de
validar objetivamente el conocimiento
cientifico. El razonamiento y las
argumentaciones no deben ser actividades
reservadas para momentos determinados
o para algunos contenidos especificos de
la matematica, sino que deberian constituir
una parte natural y continua de las
discusiones en clase, no importa cual sea
el tema de estudio (NCTM, 2000).

La intuicion y el rigor, que habitualmente
son tomados como términos antagonicos,
se encuentran intimamente relacionados
con el desarrollo de los conceptos
matematicos, y muchas veces son
complementarios. La intuicién, producto de
las imagenes conceptuales del individuo,
se aproxima mas a las ideas que maneja
la légica cuanta mas informacién tiene
éste; ahora bien, el desarrollo de esta
intuicién légica debe comprenderse como
uno de los mayores objetivos de la
educacion matematica avanzada
(Ministerio de Cultura y Educacion, 1995).

Las argumentaciones matematicas
segun el enfoque
socioepistemolégico

La palabra demostracion se ha utilizado,
y se utiliza aun en la actualidad, dentro de
distintos contextos en los que adquiere
varios sentidos; se la relaciona también
con algunos términos que para algunos
autores son sinGnimos y para otros poseen
diferencias fundamentales entre si. Por
ello, es necesario diferenciar sistematica
y claramente los significados de algunos
términos relacionados con las
demostraciones matematicas y de los
distintos grados de importancia que tiene
la argumentacion en la matematica y en
el aula. No hay definiciones que sean
aceptadas unanimemente, por ejemplo, al
hacer referencia a argumentaciones,
demostraciones, pruebas y
razonamientos. A veces estos términos
tienen matices que los diferencian unos
de otros, segun los autores que se
consulten y el enfoque de sus
investigaciones (Vega, 1993; Balacheff,
1982; Duval, 1999). Por ejemplo, en Duval
(2000) se hace hincapié en el papel de la
escritura en la actividad matematica y la
manera en la que el lenguaje influye en la
expresion de las demostraciones.

En cuanto a la postura de la matematica
educativa —en la cual se enmarca nuestro
estudio—, al afrontar la problematica de las
demostraciones en el aula sustenta la
consideracion de que se trata de un
elemento mas que caracteriza el
fenémeno educativo llevado a cabo en el
aula de matematicas.

La matematica educativa no es la
ensefianza de la matematica, ni la
matematica escolar una simplificacion
de la matematica [Su objeto de estudio
son] los procesos de transmision y
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adquisicion de los diferentes
contenidos matematicos en situacion
escolar.

No nos reducimos a la busqueda de
una «buena manera de ensefiar» una
cierta nocién previamente fijada, sino
que nos permitimos asumir como
objeto de estudio, por ejemplo, la
organizacion de una actividad cuya
intencion declarada sea el aprendizaje
de un cierto saber.

(Cantoral, 1995, 2-3)

Lalinea de investigacion que desarrollamos
en la disciplina de matematica educativa
considera necesario dotar a la investigacion
de una aproximacion sistémica y situada, o
sea, atiende a las circunstancias y
escenarios socioculturales particulares, que
permita incorporar las cuatro componentes
fundamentales en la construccién del
conocimiento: su naturaleza epistemoldgica,
su dimension sociocultural, los planos de lo
cognitivo y los modos de transmision via la
ensefianza (Cantoral y Farfan, 2004).

Tal aproximacion se ha llamado formalmente
acercamiento socioepistemolégico. Puede
decirse que la problematica de estudio de la
matematica educativa es “el examen de los
fendémenos que se suceden cuando el saber
matematico, constituido socialmente fuera
de la institucion escolar, se introduce y se
desarrolla en el sistema de ensefianza”
(Farfan, 2003b, 5). Este proceso por el cual
de incorporan los saberes matematicos en
el sistema educativo plantea una serie de
problemas de caracter tanto teérico como
practico, que necesitan acercamientos
tedricos y metodolégicos adecuados.

El enfoque socioepistemoldgico a través
del analisis integral desde las cuatro
opticas ya citadas (Cantoral y Farfan, 2003
y2004) permite comprender al

conocimiento matematico como una
construccién sociocultural. Con el
reconocimiento de la naturaleza vy
construcciéon social del conocimiento
matematico se prioriza la actividad humana,
a diferencia de los enfoques tedricos que
giran alrededor del objeto matematico.

La aproximacién socioepistemologia
admite la existencia del discurso
matematico escolar como nocion, a fin de
explicar los fendmenos pertinentes en el
sistema escolar. Por ejemplo, en Cantoral
y Farfan (2004) se afirma que

La sensibilidad a la contradiccion por
parte de los estudiantes no proviene,
en forma exclusiva, de la agudeza con
la que juzguen los procedimientos y
razonamientos matematicos, sino que
intervienen adicionalmente elementos
propios del discurso del medio escolar
y del discurso matematico escolar.

En el mismo articulo se reporta que los
alumnos basan sus decisiones en
situaciones que pertenecen al orden
cultural, aunque no siempre sean
compartidas entre los participantes del
proceso escolar, y Unicamente se muestra
a los participantes en la medida en que se
pertenezca a esa cultura, ignorando sus
caracteristicas y s6lo reconociendo el
“conocimiento” que debe ser atendido.
Para llevar a cabo el proceso ensenanza-
aprendizaje, los autores mencionan que en
el ambito escolar se plantean dos tipos de
preguntas:

Las destinadas a controlar la
interaccién, a hacer explicito el
conocimiento que se supone tienen los
interlocutores; éstas solo puede
plantearlas quien ensefia a causa de
Su posicion que ocupa en la institucion
y del rol que desempefia en la
conformacién del discurso matematico
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escolar. Por tanto, la metafora: si un
alumno nos preguntara ;a qué es
igual el logaritmo de un numero
negativo?, carece de interpretacion
plausible para los participantes.

(...) El discurso matematico escolar
acepta otras preguntas de orden
teérico, a fin de develar una
coherencia interna en el discurso
argumentativo o de las eventuales
implicaciones que tendria el conducir
al razonamiento bajo hipodtesis
inusuales: Si aceptamos esto,
entonces (...) habra que aceptar esto
otro (....) Una forma de abstraccion
reflexiva, en el sentido de Piaget,
suele usarse con frecuencia en
algunos momentos de la actividad
escolar en el campo particular de las
matematicas escolares. Sin embargo,
el riesgo de cometer errores tiende a
incrementar la resistencia de los
estudiantes ante esas formas
interrogativas.

El estudiante reflexiona en el aula pero,
debido a la forma de preguntas a la que es
sometido y a la que debe responder, de
acuerdo con lo que se le indica en la escuela,
sus respuestas seran propias del discurso
que conoce. En este caso, nos
preguntamos: ¢por qué los estudiantes
responden de cierta manera? ; Por qué este
tipo de discurso matematico escolar? ¢ Por
qué los maestros ensefian lo que ensefan?
Los actores en el sistema escolar llevan a
cabo sus papeles ajustandose a ciertas
normas y saberes institucionalizados que
ahora forman parte de su cultura e ideologia;
ello condiciona sus maneras de responder.
Desde nuestra reflexion, afirmamos que lo
que induce a tal conducta es el caracter
normativo de la practica social, el cual hace
que los actores del sistema escolar se
comporten de manera especifica respecto

a los conocimientos.

En este caso, nuestro objeto de estudio
son las argumentaciones matematicas,
particularmente las que utilizan la
reduccion al absurdo. Nos interesa, por
tanto, hacer un analisis integral de ellas
con el fin de comprender que no son
utilizadas en problemas que exceden el
ambito académico, ni siquiera por los
estudiantes que son capaces de
justificarlas y utilizarlas en contextos
propios de la matematica. Tal vision se
orienta a la comprension de que las
demostraciones, como parte del
conocimiento matematico, son una
construccion sociocultural, donde cobra
una importancia fundamental el escenario
en el que se desenvuelven.

En esta etapa hemos centrado el caracter
cultural en el aspecto profesional (Crespo,
2005), por lo cual la atencion se ha fijado
en las respuestas de estudiantes de
distintas carreras y formaciones, tratando
de determinar sus diferentes concepciones
y los mecanismos de su funcionamiento.
Nuestra investigacion se ubica en la
perspectiva socioepistemoldgica, la cual
ofrece una vision incluyente las variables
del tipo social y cultural que participan en
la construccién del conocimiento.

Las demostraciones por reducciéon
al absurdo

Las demostraciones por reduccion al
absurdo han sido durante siglos
aceptadas y utilizadas dentro de las
matematicas tanto por investigadores
como por docentes. En el aula también
son presentadas en numerosas
oportunidades, pero sin una reflexion
explicita acerca de su significacion y
consecuencias. Su significacion no es
sencilla e involucra ideas que no son
para nada triviales; incluso no todos los
matematicos han aceptado su empleo
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como medio para validar proposiciones de
esta ciencia.

Descripcion y explicacion légica

Las argumentaciones por reduccion al
absurdo, también llamadas simplemente
por el absurdo, se basan en la aplicacion
del siguiente esquema:

A partir de un conjunto T' de premisas,
que constituyen las hipotesis, se
pretende probar la validez de cierta
conclusion T, que en el caso de un
teorema se suele denominar tesis.

Se agrega como una nueva premisa
la negacion de la tesis y de esta
manera se tiene un nuevo conjunto de
premisas I'". A partir de I’ se aplican
reglas de inferencia y se llega a una
contradiccion.

De esto se infiere que el nuevo
conjunto de premisas es contradictorio
0 no consistente, por lo que se admite
la verdad de la tesis.

Dicho esquema de razonamiento, que se
identifica con una forma de razonamiento
hipotético, conduce a una contradiccion. Al
haber incorporado al conjunto de hipotesis
la negacion de la tesis del teorema,
presenta distintas variaciones, conocidas
como método de exhaucion, método del
descenso infinito o método de
demostracion por contraposicion.

Es posible dar una explicacion general al
método de reducciéon al absurdo y su
fundamento. Partamos de considerar que
la forma del enunciado del teorema
considerado es el correspondiente a una
implicacion:

“Si A, entonces B”

Lo cual significa que, bajo las condiciones
que afirma 4, se debe demostrar que se
cumplen las condiciones enunciadas por
B.

La ley logica del contrarreciproco afirma
que el enunciado “Si 4, entonces B” es
equivalente al enunciado:

“Si no B, entonces no A”

Este dltimo se conoce como
contrarreciproco o contrapositivo del
primero.

Desde el punto de vista légico, la
equivalencia entre una implicacion y su
contrarreciproca se basa en la tabla de
verdad de este conectivo logico. Para que
la implicacion

“Si A, entonces B” sea verdadera, debe
suceder que siempre que A4 sea
verdadera, B también lo sea. Si se
diera que B fuera falsa, tendria que ser
también 4 falsa. En otras palabras, si
B es falsa, entonces 4 debe ser falsa.
De esta forma se llega a que “Si no B,
entonces no 4”.

Otra explicacion posible se basa en
considerar una cadena de equivalencias
I6gicas, en la cual se parte de “Si 4,
entonces B”,y se llega a “Si no B, entonces
no A”. Para ello, escribiremos
simbolicamente las proposiciones e iremos
considerando las equivalencias sucesivas:

A=B

(~A)VvB Ley de la condicional disyuncién
(~A)v (~ (~ B)) Ley de doble negacion

(~ (~ B)) v (~ A) Conmutatividad de la disyuncion

(~B)=(~A) Ley de la condicional disyuncion

Este tipo de reduccion al absurdo parte de
la negacion de la tesis y llega directamente
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ala negacion de la hipétesis, lo cual obliga
a afirmar que la tesis debe ser verdadera
si la hipétesis lo es.

Las demostraciones por contradiccion o
por reduccion al absurdo propiamente
dichas presentan un formato en el que, al
agregarse la negacion de la tesis a las
hipotesis, se hace uso simultaneamente de
ambas para llegar al hecho de que la
conjuncion de la hipétesis y la negacion de
la tesis no es posible.

Si se quiere demostrar que

“Si 4, entonces B”

Se parte para llegar a un absurdo de

“4, y no B”

Al llegar a un absurdo, o sea, a un
enunciado falso, se infiere que la
conjuncién anterior es falsa, pero como la
hipotesis A ha sido considerada verdadera
en el enunciado del teorema, resulta
necesario que sea “no B” falsa y, por tanto,
B debe ser verdadera.

Con frecuencia, la realizacién de una
demostracion por reduccién al absurdo se
prefiere sobre la demostracion directa, aun
siendo posible la derivacion directa. En
algunos casos, sin embargo, no es posible
realizar demostraciones directas y es
necesario recurrir a argumentaciones por
el absurdo para determinar la verdad de
un enunciado.

Su aparicion histoérica

A partir de las ideas de Parménides se
fundo en Elea una escuela en la que
sobresalié Zendn, quien en el siglo V a.C.
utilizé el método de reduccién al absurdo
en la explicacién de sus famosas
paradojas.

Eudoxo de Cnido, quien pasé algunos afios
junto a los discipulos de Platén,
fundamenté la organizacién deductiva
sobre un sistema explicito de axiomas
(Eggers, 1995); asimismo, introdujo el
método de exahucién. Este método de
demostracion supone una doble reduccion
al absurdo. Por ejemplo, para probar que
el area de cierto recinto es 4 se demuestra,
utilizando poligonos inscritos, que no puede
ser menor que 4; de la misma forma se
demuestra, recuuriendo a poligonos
circunscritos, que no puede ser mayor que
A.

La demostracion atribuida a los pitagoricos
para la inconmensurabilidad de 2 con 1
procedia, segun Aristoteles, por reductio ad
absurdum. Se trata de la conocida
demostracién que hacemos en la
actualidad para la irracionalidad de 2, y que
fuera incluida en algunas de las antiguas
versiones de los Elementos de Euclides,
como Proposicion 117 del Libro X; ademas,
es posible hallar varias demostraciones que
emplean el recurso de reduccion al
absurdo.

Fermat empleé el método de descenso
infinito, una variante del método de
demostracion por reduccién al absurdo
(Kline, 1972) donde la contradiccion
consiste en definir una sucesion infinita
estrictamente decreciente de numeros
enteros positivos. Dicho de otra manera:
Si siempre que se encuentre un numero
natural que verifica cierta propiedad hay
otro menor que él, que también la verifica,
entonces podra afirmarse que ningun
numero natural verifica dicha propiedad,
ya que el conjunto de numeros naturales
tiene un primer elemento en su
ordenamiento segun la relacion “es
sucesor de” y no es denso. La aplicacion
que hizo Fermat de tal método tuvo como
fin demostrar algunos teoremas de la
teoria de numeros.



@®—Una visién socioepistemolégica de las argumentaciones en el aula. El caso de las demostraciones por reduccién al absurdo

Cabe hacer notar que algunas culturas,
como la china y la hindu, no utilizaron en su
matematica demostraciones por reduccién
al absurdo, y que en ambos casos
desconocian e incluso negaban el principio
del tercero excluido (Ifrah, 1997), base
innegable de esta forma de argumentacion.
Para los griegos y, en consecuencia, para
Occidente, sin lugar a dudas la influencia de
Zenon y Parménides fue decisiva para la
aceptacion de este principio logico.

El absurdo como concepcion filoséfica

Ante la crisis de las paradojas o antinomias
producida a fines del siglo XIX, Luitzen
Brouwer y la escuela intuicionista afirmaron
que ello se debioé al uso ilimitado que se
hacia del principio del tercero excluido; por
esta causa, propusieron la limitacion o
directamente su supresion. Para Brouwer,
dicho principio sélo era aplicable a “conjuntos
finitos y bien determinados” (Toranzos,
1943).

Efectivamente, frente a una paradoja es el
principio del tercero excluido el que lleva a
afirmar la negacion de la misma, para caer
nuevamente en otra afirmacién paraddjica.
Un ejemplo en el que se ve claramente esto
es la conocida Paradoja de Russell acerca
de la existencia de conjuntos que se
contienen a si mismos como elementos.
Para los intuicionistas, es posible que el
principio del tercero excluido aplicado en
razonamientos matematicos donde se
realiza una argumentacion por reduccion al
absurdo, ocurra algo similar. El
intuicionisno plantea esta duda y trata de
darle solucion sin postular nada al respecto
(Toranzos, 1943).

Desde el punto de vista ldgico, el
neointuicionismo se destaca por el sentido
que da a los términos afirmativo y negativo.
Para la l6gica subyacente al formalismo

® | o verdadero es lo no contradictorio
e Lo falso es lo que no es verdadero

En esta postura, verdad y falsedad son las
Unicas dos posibilidades, opuestas y
contradictorias.

Para la Idgica neointuicionista basada en
la vision de Brouwer:

® Afirmacion de una proposicion: Significa
que puede demostrarse por
construccion, es decir, a través de un
procedimiento de calculo finito

® Negacion de una proposicion: Significa
que dicha proposicién implica una
contradiccion.

® Existe ademas una tercera posibilidad;
se trata de aquellas proposiciones de las
que no se ha demostrado ni su
afirmacion ni su negacion.

La negacidn y la afirmacién brouwerianas
son posibilidades contrarias que se
excluyen, pero no necesariamente son
opuestas contradictorias. Sobre la base de
estas definiciones no se puede inferir la
negacion de una proposicion a partir de
saber que la afirmacion de una
proposicion conduce a un absurdo. Los
intuicionistas (Haack, 1978) se vieron en
la necesidad de sentar las bases de una
l6gica que no utilice el principio del
tercero excluido; esta labor estuvo a
cargo de Glivenko, quien partié de las
ideas de Brouwer y Heyting.

En el siguiente cuadro se sintetizan
algunas ideas de la logica intuicionista,
en comparacion con las de la légica
clasica (Toranzos, 1943). Utilizaremos el
simbolo ~ para representar la negacién
clasica y — para la negacion intuicionista, =
representard la implicacion clasicay Dla
implicacion intuicionista. (Cuadro No. 1).
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Légica clasica

Légica intuicionista

~4 indica la falsedad de 4

- 4 indica la absurdidad de 4

~( ~4) indica la falsedad de la falsedad de 4

7 (7 4) indica la absurdidad de la absurdidad
de 4

Aimplica ~(~4) ~(~A4) implica 4; por tanto,
A es equivalente a ~( ~4), o sea, la falsedad
de la falsedad de 4 coincide con 4

A implica = (7 A4), pero no se puede afirmar
que 7 (7 4) implica 4; por tanto, no se puede
afirmar que 4 sea equivalente a 7 (7 4)

Cuadro No. 1.

Si se aplican estas ideas a las demostraciones por reduccion al absurdo, se obtienen las

descripciones que contiene el Cuadro No. 2.

Légica clasica

Légica intuicionista

Principio de transposicién:lo que implica lo
falso es falso
(A= B)=(~B=~A)

Principio de transposicién:lo que implica lo
absurdo es absurdo

Si se aplica este principio a la negacion
(~A=~B)=(~(~B)=~(~ A)
Y como

~(~A)=A

~(~B)=B

Se tiene
(~B=~A)= (A= B)

Si se aplica este principio a la negacion
(=AD =B)D(=(-B)D =(-4))
Y como
-(=A)DA
-(=B)DB
Pero como
A no implica 7 (74)
B no implica = (7B)
Se tiene
(=BD-A)D(AD ~(-B))

De esto se deduce que las demostraciones por
el absurdo no son necesariamente validas.

Cuadro No. 2.

Una consecuencia importante de la loégica
intuicionista para la logica clésica es que
permite afirmar la independencia del
principio del tercero excluido con respecto
a los demas principios de la l6gica clasica.
Tal afirmacion genera una ruptura desde
lo epistemoldgico.

La visidon intuicionista de la matematica
(Haack, 1978) presenta a esta ciencia
como aquélla que no va mas alla de los
objetos que ha construido en ella; la
existencia de los objetos matematicos y sus
propiedades solo es demostrable a través
de su re-construccion. Ahora bien, en el
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estudio de las construcciones matematicas
mentales, existir es sindonimo de ser
construido; de esta manera, para los
intuicionistas la légica no puede decir nada
sobre la existencia de un objeto matematico
si no es capaz de construirlo.

El absurdo como concepcion
filosofica en las culturas antiguas

La posicion de los intuicionistas de la no
aceptacion del tercero excluido no fue una
novedad del siglo XX. Si buscamos
antecedentes en culturas que no incluyeron
las argumentaciones por el absurdo, como
la china y la hindu, resultan notables
algunas aserciones filosdficas:

En la China antigua, las ideas filoséficas
se basaron en la coexistencia y equilibrio
entre el ying y el yang (Ifrah, 1997). Todo
ser es combinacion de lo femenino y lo
masculino, de la energia pasiva y de
accion; nada es totalmente ying o
totalmente yang. Esto ofrecié un sustento
simbolico desde el que fue posible construir
diferentes modos de oposiciones
numeéricas y dio también la posibilidad para
el surgimiento de objetos matematicos
como el cero, aunque no tuvo todas las
caracteristicas del cero hindu.

La simetria y equilibrio que preside el
paradigma chino es radicalmente distinto
de la filosofia de la Grecia clasica. Para los
griegos no es posible pasar del ser al no
ser, no es posible cambiar el género o la
naturaleza de un objeto; no existe ningun
elemento identificable que esté en el limite
del sery el no ser. De alli que en Grecia no
aparecio el cero.

En cuanto a la formacién del cero entre los
mayas, se caracterizé por la inexistencia de
dicotomias que favorecieron la constitucion
de la nocién de cero (Farfan, 2003b). El dios
de la lluvia no es a priori bueno o malo, sino

en el aula. El caso de las demostraciones por reduccion al absurdo

que lo es simultaneamente; de ahi que la
nocion de transicion entre lo uno y lo otro
sea tan importante como los estados
mismos. Investigaciones recientes (Covian,
enfoque
socioepistemolégico explican la construccion
social del conocimiento matematico que se
halla en torno a la construccién de vivienda
maya, la cual responde a ciertos contextos y
cultura inherente; asimismo, sefiala la

2005) hechas bajo el

funcion normativa de la practica social.

La India, cuna del cero con todas sus
funciones, también se caracterizé por tener
ideas filosoficas totalmente distintas a las
griegas, en particular con relacion al
principio del tercero excluido. Historiadores

de la cultura hindd comentan:

En todas las cuestiones los fil6sofos
budistas llegan a responder desde
luego por la afirmacion, después por
la negacion, después de una manera
que no es la negacion ni la afirmacion.
A una pregunta como ésta, por
ejemplo: «¢Buda existe después de
muerto?» responde: «Buda existe
después de muerto, Buda no existe
después de muerto, Buda no es mas
existente que no existiendo después
de la muerte».

(Le Bon, 1901, 358)

La idea de que pudiera darse en Buda la
posibilidad de ser y no ser simultdneamente
no podria haber sido aceptada por los

griegos.

En

que Aristdételes menciona

al absurdo:

los griegos surge también el
razonamiento acerca del sery el no ser.
Parménides compone un poema épico-
didactico destinado a persuadir, donde no
pone en juego motivaciones que no
surjan por si solas y utiliza el esquema
como
“reduccion a lo imposible”, o reduccién
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Que el ser es implica que no ha nacido,
pero si hubiese nacido significa que
previamente no existia el sery, en ese
caso, tendria que haber nacido de la
nada, pero, aparte de que sdélo puede
hablarse de lo que es y no de la nada,
¢£qué necesidad le haria pasar de no
ser a ser?

(Citado por Eggers, 1995, 33)

Esta argumentacion utiliza, ademas, uno
de los principios aristotélicos, que es el
principio de necesidad. En la racionalidad
clasica,“que el ser es y no puede ser que
no sea”, enunciado por Parménides, surge
de las bases pre-racionales (Lizcano,
1993). Para Aristoteles, el principio de no
contradiccion es basico e inviolable,
mientras que para las filosofias china e
india no lo es. Aristoteles afirma:

El principio mas firme de todos sera
aquel con respecto al cual es imposible
padecer error. Tendra que ser el mejor
conocido, necesario y no hipotético.
Ahora bien, un principio que es
necesario aceptar para comprender
cualquier ente, no es hipotético. Y lo
que es necesario para conocer
cualquier ente es necesario que se
tenga conocido de antemano.

(Aristoteles, citado por Lizcano, 1993, 158)

Esta diferenciacién del principio no
contradiccion por encima de los otros
principios loégicos se pone en evidencia con
la aceptacion a priori de que las ciencias
deben ser consistentes. Tal principio es la
base de toda la filosofia y la l6gica griegas,
asi como el punto de partida de toda la
ciencia de tradicion griega.

Las bases logicas que sustentan las
argumentaciones por reduccion al absurdo
fueron descritas basicamente por
Aristoteles en sus origenes. Este tipo de

argumentacion descansa sobre dos
principios enunciados por Aristoteles: el del
tercero excluido y el de no contradiccion.
Por una parte, el tercero excluido afirma
que vale 4 ono 4, una cosa o su hegacion;
por otra, el de no contradiccion dice que
no pueden valer 4y no 4, no pueden ser
ciertas simultaneamente una cosa y su
negacion. De alli que ante una implicacion:
H =T ,sea licito para los griegos suponer
que pueda ser ~T, pero al llegar a que ~T
no es compatible con H, o sea que deberia
ser ~H, como Ha~H no pueden ser
ciertas; entonces no puede ser ~T, y si no
es ~T debera ser cierta T.

Claramente se observa en el parrafo anterior
que, si no se acepta el principio del tercero
excluido o el de no contradiccion, las
argumentaciones por reduccion al absurdo
carecen de sustento l6gico. Las matematicas
occidentales que se edificaron sobre las
bases sentadas por Aristoteles aceptaron y
utilizaron este tipo de argumentacién durante
siglos sin cuestionarlo, pero estamos en
presencia, sin lugar a dudas, de una
construccion cultural fuertemente cimentada
en las ideas aristotélicas. Es decir, el saber
es una construccion cultural y el método de
demostracion responde a una concepcion
filosdfica.

El absurdo en el aula

La demostracion por reducciéon al
absurdo es un método de razonamiento
deductivo de especial trascendencia en
el quehacer matematico y presenta una
problematica epistemoldgica, cognitiva
y también didactica de sumo interés para
la investigacion en educacion
matematica.

(Saenz Castro, 2002, 48)

La utilizacion de argumentaciones por el
absurdo en el aula de matematica, segun
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investigaciones realizadas (Saenz Castro,
2002), genera en los alumnos una serie de
obstaculos cognitivos, epistemologicos y
psicoldgicos en el aprendizaje de este tipo
de demostracion; sin embargo, Saenz
Castro no reporta los resultados que ha
obtenido en sus experimentaciones.

Desde el punto de vista epistemoldgico,
hemos visto que no todas las ideas
filosoficas desarrolladas por el hombre
aceptan este tipo de argumentacion; desde
el cognitivo, que en el método por reduccion
al absurdo hay que falsear la tesis como
punto de partida y comprender a
profundidad el significado de un enunciado
condicional, mientras que desde el
psicoldgico podria decirse que el método
de argumentacion por reduccion al absurdo
produce en los alumnos cierto desconcierto,
ya que parte de negar lo que se quiere
demostrar.

Con el objetivo de observar y analizar cuales
son las actitudes de los alumnos de diversa
formacion ante las argumentaciones por el
absurdo presentadas en distintos contextos,
se disefidé una serie de actividades de
diferente tipo que describiremos a
continuacion. La experimentacion se realizd
en dos fases. La primera tuvo como fin
determinar cual es el papel que
desempenfan las figuras de analisis en las
demostraciones por reduccion al absurdo;
la segunda se concentrd en analizar si era
posible reconocer a las argumentaciones
por reduccion al absurdo como una
construccion sociocultural.

Primera fase de experimentacion: Las
figuras de analisis en las
argumentaciones por reduccién al
absurdo

Objetivos, disefo de la secuencia,
destinatarios

Esta fase de exploracion se disefi6 a fin
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de poner en juego una de nuestras hipotesis
relacionadas con las argumentaciones por
reduccion al absurdo: /as figuras de analisis
dificultan la comprensién de los
razonamientos cuando se utilizan
argumentaciones por el absurdo. Dicha
afirmacion se baso en que, en estos casos,
se hace dificil el aprovechamiento
coherente de las figuras de analisis, pues
al comenzar suponiendo que la tesis no se
verifica, no es posible realizar una figura que
verifique todas las condiciones impuestas
por la hipotesis.

Para confrontar esta hipotesis y analizar las
opiniones que este tipo de figuras motiva
en futuros profesores de matematicas, se
hizo la siguiente secuencia, que retoma el
texto de la demostracion de la Proposicion
2 del Libro Il de los Elementos de Euclides.
La afirmacion presentada a los estudiantes
fue la siguiente:

La demostracién de la Proposicién 2 del
Libro Ill de los Elementos de Euclides
(1991) afirma:

...“Sea ABTI el circulo y sobre su
circunferencia tobmese al azar dos
puntos A, B.

Digo que la recta trazada desde A4 hasta
B caera dentro del circulo.Pues
supongamos que no, entonces si es
posible, caiga fuera como AEB y tdmese
el centro del circulo ABT', ysea A ,y
tracese AA y AB, y prolonguese AZE.
Asi pues, como AA es igual a AB,
entonces también el angulo AAE es
igual al angulo ABE ; y como un lado
AEB del triangulo AAE ha sido
prolongado, entonces el angulo AEB es
mayor que el angulo AAE .

Pero el &ngulo AAE es igual al angulo
ABE . Por tanto, el angulo AEB es
mayor que el angulo ABE . Ahora bien,
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el angulo mayor lo subtiende el lado
mayor, entonces AB es mayor que AE.
Pero AA es igual que AZ . Por tanto,
AZ es mayor que AE , el menor que el
mayor, lo cual es imposible.

Entonces la recta trazada de A a B no
caera fuera del circulo. De la misma
manera, demostrariamos que tampoco
caera sobre la misma circunferencia;
por lo tanto caeré dentro.

Por consiguiente, si se toman dos
puntos al azar en la circunferencia de
un circulo, la recta que une los puntos
caeréa dentro del circulo.

Que es lo que habia que hacer...

a.Explique la estrategia de
argumentacion utilizada en este
teorema por Euclides

b.Realice la  construccion
correspondiente y explique el papel
y las dificultades de las figuras de
analisis en este tipo de
demostraciones

c.Enuncie en términos matematicos
actuales el correspondiente teorema

d.Justifique cada paso, enunciando
las propiedades previas de las que
hace uso Euclides, si las hubiera

Los destinatarios de esta secuencia fueron
los alumnos de la materia Fundamentos
de la Matematica, correspondiente a la
carrera de Profesor de Matematica y
Astronomia del Instituto Superior del
Profesorado “Dr. Joaquin V. Gonzalez” de
Buenos Aires, Argentina. Los alumnos se
encuentran terminando sus estudios del
ultimo ano de la carrera mencionada, y en
la asignatura Fundamentos de la

Matematica han abordado tematicas como
I6gica proposicional y de predicados y
sistemas formales durante el primer
cuatrimestre, al igual que el analisis de
algunos nucleos tematicos medulares en
los fundamentos de la matematica, como
la axiomatica de Euclides y de Hilbert para
la geometria, la fundamentaciéon del
analisis, las geometrias no euclidianas, las
posiciones frente a la crisis de los
fundamentos en el siglo XX, entre otras.

Como la experimentacion se realizé sobre
final del curso, podemos afirmar que los
alumnos involucrados poseen cierto
manejo de la lectura, interpretacion y
analisis de teoremas, asi como de las ideas
I6gicas que subyacen en ellos. Ademas,
estan acostumbrados a realizar analisis
metamatematicos de propiedades y
conceptos matematicos.

Esta secuencia no pudo ser experimentada
en otras poblaciones de alumnos, ya que
requiere de ciertos procedimientos y
habilidades cuya formacion se apunta en
la asignatura mencionada, pero no
generalmente en otras.

Los alumnos que intervinieron fueron doce.
Una vez hecha la resolucién de la
secuencia por escrito, se prosiguio con una
entrevista oral a algunos de ellos para
profundizar en las ideas vertidas en el
trabajo.

Resultados obtenidos en la primera
fase de experimentacion realizada

Los alumnos que accedieron a responder
las preguntas presentadas, excepto uno,
identificaron que se trataba de una
demostracion por reduccion al absurdo.
Formularon la explicacion de este método
de argumentacion, afirmando en algunos
casos:



@®—Una visién socioepistemolégica de las argumentaciones en el aula. El caso de las demostraciones por reduccién al absurdo

Utiliza demostracion por reduccion al
absurdo. Niega la tesis que es que AB
es interior a la circunferencia y llega
a una contradiccion, entonces es la
negacion de la negacion de la tesis.

Euclides utiliza para esta
demostracion una prueba indirecta o
demostracién por reduccién al
absurdo. Las demostraciones
indirectas constituyen un tipo habitual
del razonamiento matematico. Para
establecer la verdad de una
proposicion A se hace la hipotesis de
que la proposicién A’ contraria a lo de
A es cierta. Entonces mediante una
cadena de razonamientos se llega a
una contradiccion con A, lo que
prueba lo absurdo de A’. En
consecuencia, apoyandose en el
principio 16gico fundamental del
tercero excluido, la falsedad de A’
establece la verdad de A.

Cuando los alumnos intentaron realizar la
figura de analisis correspondiente a la
demostracién presentada por Euclides,
dudaron y expresaron primeramente en
forma oral las dificultades que acarrea esta
figura de analisis. Luego, diez de los doce
participantes presentaron figuras de analisis
que denotaban la inconsistencia de la
suposicion hecha por Euclides.

La figura de analisis que presenta Euclides
(1991 p.294) es la que muestra la Figura 1.

B

Figura 1.

Debe notarse que la recta AEB es “curva’,
pues para poder realizar el razonamiento
por reduccion al absurdo se supone que
tal segmento es exterior a la circunferencia
y, por tanto, no es posible realizar el trazado
correspondiente, ya que esta suposicion no
es consistente con el resto de las hipétesis.

Presentamos a continuacion algunas
figuras de analisis realizadas por los
alumnos encuestados en esta etapa, que
nos parece pueden brindar una idea sobre
las distintas dificultades surgidas y las
maneras en las que cada uno las solucioné.

Figura 2.

En el caso de la Figura 2, se observa que si
bien en el razonamiento se esta suponiendo
que el punto E es exterior al circulo, en la
figura que presenta esta alumna £ es interior.
Al explicar, afirma que el punto “se ve en el
interior del circulo, pero esta afuera’”.

Una figura de analisis distinta fue presentada
por otro alumno que intervino en la
experiencia (Figura 3).

Figura 3.
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Se trata de una construccién muy similar
a la presentada por Euclides, donde se
evidencia la necesidad de “curvar la recta”
para poder responder a la suposicion de
la negacion de la tesis.

Una situacion parecida quedd evidenciada
en la siguiente figura de analisis (Figura 4):

Figura 4.

Aqui podemos observar que, si bien existe
gran similitud con la figura de Euclides, una
suave linea una B con E, ya que de esta
manera se pone en evidencia que “/a recta
no es curva’.

La Figura 5 muestra otra representacion
analoga.

Figura 5.

En este caso, aparece el punto E en el
exterior del circulo, pero ademas de utilizar
una linea curva para representar la recta,
se unen los puntos 4y E, y By E con
segmentos. Para poder seguir los
razonamientos de Euclides es necesario
que se realice una figura auxiliar en la que
A, E'y B estén alineados.

La Figura 6 presenta otra figura de analisis
muy particular:

Figura 6.

En ella, el punto E figura en dos lugares del
plano simultaneamente: uno en el interior del
circuloy el otro en el exterior. La alumna que
la dibujé afirmé que consideraba una u otra
posiciéon segun el momento de la
demostracion. Al preguntarsele sobre si esto
no era un problema, dijo que “es la unica
manera de ver intuitivamente lo que sucede”
y de poder “mantener al punto E fuera de la
circunferencia”, pues “como estamos
razonando sobre una afirmacion falsa, no es
posible pensar coherentemente”.

Una situacion similar se dio en la
presentacion de la figura de analisis de la
Figura 7. En ella, la alumna que la hizo
ubicoé en dos lugares simultaneos a los
puntos 4y B.

Figura 7.

La autora de esta figura de analisis dijo que
le resulté esto mas natural que “curvar una
recta”, pues lo consideraba “muy poco
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euclidiano”. Sin embargo, para poder
seguir el razonamiento lo hacia
simultaneamente sobre ambas figuras,
afirmando que “la incompatibilidad de
ambas afirmaciones, hipotesis y negacion
de la tesis, se ponia de manifiesto en la
necesidad de ambas figuras”.

La Figura 8 presenta caracteristicas
comunes a varias de las que hemos
presentado. El segmento 4ZB presenta
tres casos, ya que es curvo y queda
representado por dos segmentos AZy ZB,
simultdneamente, mientras que en la
figura auxiliar aparece el punto Z interior
para visualizar la alineacién de los tres
puntos:

ol

Figura 8.

Otro caso donde aparecieron dos
ubicaciones simultaneas para el punto B
fue el que ilustra la Figura 9, en el que el
punto B era considerado alineado con E'y
A para poder seguir ciertos razonamientos
de Euclides.

Figura 9.

En las figuras de analisis propuestas por
los estudiantes que intervinieron en la
experimentaciéon se observa claramente
que, para poder representar la situacion
propuesta por Euclides mediante un
grafico, es necesario que algunos
elementos pierdan sus caracteristicas
euclidianas: rectas curvas, puntos que
se ven en el interior, pero que estan en
el exterior de la circunferencia, puntos
que se encuentran simultdneamente en
dos lugares, puntos de la circunferencia
que estan ubicados fuera de ella, etc.

La suposicion de que no se verifica la
tesis propuesta, se refleja en una
inconsistencia en la figura de analisis, de
la misma manera que en el razonamiento
surge una contradiccion que dara origen
a la afirmacion sobre el absurdo de la
suposicion realizada.

Al explicar las dificultades en el uso de
figuras de analisis en este tipo de
demostraciones, algunas respuestas
obtenidas fueron:

“La figura de analisis no ayuda”.

“Una dificultad es establecer donde
ubicar el punto E. Al caer fuera,
surgen las contradicciones”.

“Las figuras de anélisis no siempre
pueden mostrarnos la verdad ya que,
como su nombre lo dice, son para
analizar sobre los datos y lo que
quiero llegar”.

Como puede inferirse de las respuestas
anteriores, los alumnos son conscientes
de las dificultades que surgen al usar
figuras de analisis en demostraciones por
reduccion al absurdo, y de como estas
figuras son engafiosas a la intuicién al
realizar una demostracion.
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En la siguiente explicacion puede
observarse cédmo comprenden que lo
unico que se esta negando es que el
segmento sea interior, pero el resto de
sus propiedades se mantienen y pueden
ser aplicadas en cualquier momento de
la demostracion:

Para suponer que la recta AEB cae
fuera de la circunferencia, debo
deformar la recta porque si no
siempre esta dentro de la
circunferencia. Esto implica que la
recta AEB en el gréfico no se vea
como recta, pero en teoria tiene todas
las propiedades de la recta.

Las dos preguntas restantes del
cuestionario apuntaban basicamente a
que los alumnos identificaran los pasos
del proceso deductivo que realiza
Euclides dentro del sistema axiomatico
propuesto y a la identificacion de cual es
la propiedad demostrada: “Si se toman
dos puntos al azar de una circunferencia
de un circulo, la recta que une los dos
puntos caerd dentro del circulo”
(Euclides, 1991). No hubo problemas
graves en las respuestas dadas. El
enunciado fue expresado en esa forma
u otra equivalente y los pasos efectuados
por Euclides en la demostracion fueron
justificados de manera correcta por la
mayoria de los alumnos mediante los
postulados, nociones comunes,
definiciones y propiedades
correspondientes.

Con posterioridad se hicieron algunas
entrevistas a algunos de los alumnos
participantes en esta etapa de
experimentacion. El didlogo se orient6
primero a la explicacién de las
caracteristicas de la figura de analisis
realizada y posteriormente en la
explicacion l6gica de las
argumentaciones por el absurdo.

En estas entrevistas se puso en
evidencia que la totalidad de los
encuestados era capaz de identificar el
tipo de argumentacién, como lo habian
hecho por escrito, y de explicar las bases
I6gicas que sustentan su uso en
matematica. Mas de la mitad del grupo
se refirié correctamente al principio del
tercero excluido y al de no contradiccion;
asimismo, fueron capaces de identificar
la aparicion de una proposiciéon
contrarreciproca de la dada en el
enunciado a lo largo de la demostracién.

Segunda fase de experimentacion:
La utilizaciéon de argumentaciones
directas y por reduccién al absurdo

Objetivos, diseno de la secuencia,
destinatarios

La segunda fase de la experimentacién
se oriento, en primer lugar, a determinar
si los sujetos que fueron capaces de
identificar y explicar la presencia de
argumentaciones por reduccién al
absurdo en un escenario académico, con
el analisis de la obra de Euclides,
identificaban y utilizaban correctamente
este tipo de argumentaciones ante
preguntas y situaciones no académicas.
Para ello, se sometié al mismo grupo a
otra encuesta.

En esta misma fase de experimentacion
se compararon los resultados obtenidos
en el mismo grupo de alumnos de la
primera fase con los de un segundo
grupo, proveniente del Instituto Nacional
Superior del Profesorado Técnico de la
ciudad de Buenos Aires, Argentina. Los
alumnos involucrados cursan el segundo
afio de la carrera de Profesorado en
Informatica, tienen algunas nociones de
I6gica en su formacién, aunque en menor
medida que el primer grupo, y su
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orientacion es distinta porque estudian
una carrera informatica.

El tercer grupo de alumnos que intervino
en esta fase de experimentacion se
encuentra terminando sus estudios de
nivel medio, ya que cursa el tercer afio
de nivel polimodal en un bachillerato con
orientacion en Ciencias Sociales y
Humanidades. En este afio tienen una
asignatura denominada Introduccion al
Conocimiento Cientifico, donde estudian
ciertos conceptos basicos de logica y
sus aplicaciones a las ciencias y a la
resolucién de situaciones problematicas,
que corresponden a juegos de ingenio y
estrategias l6gicas de resolucion.

Sobre el cuestionario disefiado para esta
fase de experimentacion, se basoé en la
propuesta de estudio experimental
conocida como “tarea de las cuatro
tarjetas”, que combina vocales y
consonantes con numeros pares O
impares, segun cierta consigna.

El texto presentado a los sujetos de la
experimentacion fue el siguiente:

Una sociedad secreta esta formada
por miembros y tiene un reglamento
que rige las condiciones muy
particulares y estrictas para el
ingreso a la misma. Una de las
clausulas de este reglamento dice:

“Si el nombre de un miembro
termina en vocal, su apellido
comienza con consonante”

En una reunién concurren cuatro
personas que son miembros de la
sociedad y que se presentan de la
siguiente manera:

Persona 1: “Mi nombre es Nuria”
Persona 2: “Mi nombre es Raquel”

Persona 3: “Mi apellido es Pérez”
Persona 4: “Mi apellido es Alvarez”

a) ¢, Qué datos necesitaria
obligatoriamente preguntar a estas
personas, miembros de la sociedad,
para saber si la clausula
anteriormente citada del reglamento
de ingreso se esta cumpliendo?

b) Explique cuales son las ideas
légicas en las que se basa para dar
la respuesta anterior

Los alumnos del Profesorado de
Matematica que intervinieron fueron 12
(los llamaremos en adelante Grupo A); los
del Profesorado de Informatica, 17 (nos
referiremos a ellos como Grupo B), y los
que estan terminando su escuela media,
17 (constituyen el Grupo C).

Una vez realizada la resolucion de la
secuencia por escrito se prosiguidé como
en la primera fase de la experimentacion,
haciendo entrevistas orales a los
participantes, que se orientaron a
profundizar o aclarar algunas ideas que
surgieron en las respuestas a este
cuestionario.

Resultados obtenidos en la segunda
fase de experimentacion realizada

Describiremos primeramente por
separado los resultados obtenidos en
cada grupo que intervino en esta fase de
experimentacion.

La respuesta esperada para la primera
cuestion se refiere a que debe
preguntarsele a la Persona 1 cual es su
apellido, y a la Persona 4 cual es su
nombre. En el primer caso, se espera el
uso de una forma directa de razonar:
partir de la verdad del antecedente de la
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implicacion (el nombre de este
miembro de la sociedad termina con
vocal) y si el consecuente es verdadero
(el apellido de este miembro de la
sociedad comienza con consonante),
se tendra la verdad de la implicacion,
0 sea, la clausula del reglamento de
ingreso de la sociedad. En caso de que
la informacién obtenida indique que el
consecuente es falso, la clausula del
reglamento de ingreso de la sociedad
no se estara cumpliendo. Para el caso
de la Persona 4, se trata de una forma
indirecta de razonar; se conoce el valor
de verdad del consecuente de la
implicacion es falso, ya que el apellido
no comienza con consonante. Por
tanto, debera ser el antecedente falso
para que la implicacion se mantenga
verdadera. En los casos de las
Personas 2 y 3 no es necesario hacer
pregunta alguna, pues se trata de
casos donde la implicacién es
verdadera, ya que en un caso el
nombre termina con consonante, de ahi
que no importe con qué comienza su
apellido, y en el otro el apellido
empieza con consonante, por lo cual
no importa la condicion de terminacion
de su nombre.

Las respuestas dadas por los alumnos
de cada uno de los grupos fueron las
siguientes:
En el Grupo A:
eCinco alumnos propusieron
preguntar los datos faltantes a las

Personas 1y 4

® Tres propusieron preguntar a las
Personas 1y 3 los datos faltantes

® Tres respondieron que debian

preguntar a los cuatro miembros
presentes de la sociedad

® Uno se abstuvo de responder

En el Grupo B:

® Dos alumnos propusieron
preguntar los datos faltantes a
las Personas 1y 4

® Dos propusieron preguntar a las
Personas 1 y 3 los datos
faltantes

® Ocho respondieron que debian
preguntar a los cuatro miembros
presentes de la sociedad

e Cuatro propusieron preguntar
solo el nombre de la Persona 1

e Uno se abstuvo de hacer
preguntas porque arguyo que “se
trata de una sociedad secreta”

En el Grupo C:

e Uno de los alumnos propuso
preguntar los datos faltantes a
las Personas 1y 4

® Uno propuso preguntar a las
Personas 1 y 3 los datos
faltantes

e Quince respondieron que debian
preguntar a los cuatro miembros
presentes de la sociedad

Al traducir las respuestas a un cuadro
comparativo, encontramos la siguiente
situacién (Cuadro No. 3):



@®—Una visién socioepistemolégica de las argumentaciones en el aula. El caso de las demostraciones por reduccién al absurdo 311

Personas | Personas | Personas | Personas | Personas No
1y4 1,3y4 1y3 1,23y4 1 responde
Grupo % % % % % %
A 5 |[#17] 0 0 3 25 3 25| 0 0 1,83
B 2 | 117 0 2 117 8 47 | 4 (236 | 1 6
Cc 0 0 1 6 1 6 15188 | 0 0 0 0
Cuadro No.3.

Indudablemente, algo que llama la
atencion a primera vista es que menos de
la mitad del Grupo A haya dado la
respuesta correcta a esta pregunta,
cuando en la primera fase de la
experimentacion habian identificada y
explicado correctamente la manera
indirecta de razonar. Sin embargo, en el
Grupo 2 la cantidad de respuestas
correctas es proporcionalmente casi a la
cuarta parte de las dadas por el Grupo A,
mientras que en el C no hubo ninguna
respuesta correcta.

Otro dato relevante es la gran cantidad de
alumnos del Grupo B que respondi6 que
era necesario preguntar los datos faltantes
a las cuatro personas, y de quienes
propusieron soélo preguntar el apellido de
la Persona 1. En el caso del Grupo C, la
mayoria decidié que era necesario
preguntar todos los datos faltantes.

Sélo uno de los alumnos del Grupo A
explicé desde la légica el fundamento de
la respuesta dada:

“Las ideas logicas son la implicacion:
p=el nombre de un miembro termina

en vocal
g=su apellido comienza con
consonante
pP=q
que es equivalente a:

~g=np”

Durante la entrevista con este alumno, dijo
que esta ultima proposicion es “la
contrarreciproca de la primera”y que “la

manera de razonar para llegar en cada
caso es una de manera directa: parto del
antecedente (que actua como hipdtesis) y
si la tesis es verdadera, la cldusula de
ingreso es verdadera”, mientras que al
preguntar el nombre de la Persona 4
“estamos razonando por el absurdo: parto
de que la tesis es falsa y si llego a que la
hipotesis es falsa, la clausula es verdadera,
pero si no es falsa”.

Otra de las alumnas del Grupo A justifico
de la siguiente manera:

“Necesito saber el apellido de la
Persona 1 para verificar si su apellido
empieza con consonante.

A la Persona 2 no necesito preguntarle
nada porque, como su nombre no
termina con vocal, no tengo ninguna
condicion sobre su apellido.

A la Persona 3 no necesito preguntar
nada, ya que si sunombre termina con
vocal se cumple la regla de la sociedad,
y si no termina con vocal no hay regla
sobre su apellido.

A la Persona 4 le preguntaria el
nombre, ya que si terminara en vocal
estaria incumpliendo la regla. En caso
de terminar en consonante, no importa
el apellido”.

Una de las alumnas del Grupo A cuya
respuesta fue que se debian preguntar los
datos de las Personas 1 y 3 afirmo:
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“Persona 1: El apellido. Para que se
cumpla el reglamento, la respuesta debe
ser un apellido que comienza con
consonante.

Persona 2: No le preguntaria nada
porque su nombre no termina con vocal.
No cumple el reglamento.

Persona 3: ;Cual es su nombre? La
respuesta debe ser un nombre que
termine con vocal para que se cumpla
el reglamento.

Persona 4: No le preguntaria nada
porque su apellido comienza con vocal.
No cumple el reglamento”.

Puede observarse claramente en este caso
que lo que esta pidiendo es el cumplimiento
simultaneo del antecedente y el consecuente
de laimplicacion, que atafie a la clausula de
ingreso. Desde el punto de vista de la l6gica,
estaria considerando que una implicacién es
equivalente a su reciproca.

En el Grupo B, uno de los alumnos que
propuso preguntar los datos a las Personas
1y 3, justificd de la siguiente manera:

“Utilicé el sentido comun. Si el nombre
termina con una vocal su apellido debe
empezar con una consonante, de forma
inversa no lo tomo en cuenta, por eso
no hice preguntar a las Personas 2y 4.

Al ser entrevistado, las respuestas que dio
fueron similares a las presentadas por la
alumna anterior del Grupo A.

Con relaciéon a quienes propusieron
preguntar solo el apellido de la Persona 1,
una de las justificaciones dadas por un
alumno del Grupo B fue:

“Al no tener otras condiciones mas que
la citada, solamente la Persona 1
termina en vocal, y el resto o bien

termina en consonante o da el apellido
y por eso se infiere que cumplen con
la clausula citada”.

La explicacion obtenida a partir de la
entrevista se refiere a la manera de
preguntar y tomar decisiones en un
programa de computacion, en el que “se
evalua el antecedente y, de acuerdo a la
verdad o falsedad de éste, se dispara o
no el consecuente en un if...then...” Al
abrir tal comentario al grupo, todos
apoyaron esta argumentaciéon vy
fortalecieron las explicaciones
construidas en el reconocimiento y uso
de esta estructura de decision
computacional.

Uno de los alumnos del Grupo B que
propuso obtener todos los datos faltantes
justificd por escrito:

“Preguntaria esto para saber si las
personas pueden o no pertenecer a
la sociedad. Porque si algunas de las
personas no cumplen con dicho
requisito, no pueden pertenecer a la
sociedad y silo hacen la clausula no
se cumple”.

De manera oral, explicé que en realidad lo
que propone es atender al valor de verdad
de cada caso y, si alguno es falso, la
clausula de ingreso no se cumple. Para él,
la Unica manera de verificar si se cumple o
no consistiria en comprobar los datos de
todos los miembros de la sociedad.

Las explicaciones del Grupo C se limitaron
aindicar a quiénes les pediran los nombres
y a quiénes los apellidos, justificando que
esos eran los datos faltantes. No
incorporaron en las respuestas
fundamentaciones logicas, con excepciéon
del alumno que dio la respuesta en la que
sugeria pedir los datos de las Personas
1,3y4:
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“A la segunda persona no es necesario
hacerle ninguna pregunta debido a
que Ssu nombre termina con
consonante y el reglamento sélo
expresa que aquellos nombres
terminados con vocal deben tener
apellido que no empiece con vocal. A
la tercera persona es necesario
preguntarle el nombre para saber si
termina en vocal y a la cuarta también
para averiguar lo mismo y saber si falta
al reglamento”.

En la indagacién oral, este alumno
relacioné su razonamiento con la tabla de
verdad de la implicacion, afirmando que
la Persona 2 es la que corresponderia a
las lineas de la tabla de verdad con
antecedente falso y, por tanto, la
implicacion es verdadera. No identifico que
en el caso de la Persona 3 el consecuente
es verdadero, por lo cual también se trata
de implicacion verdadera, sin depender del
valor de verdad del antecedente.

Con respecto al alumno que propuso
averiguar los datos de las Personas 1y 3,
afirmo:

“Solo debe preguntarle a esas dos
personas porque son las unicas que
tienen condiciones relacionadas con
esa clausula’.

En las entrevistas a los alumnos del Grupo
C no se ampliaron significativamente las
respuestas dadas por escrito, la mayoria
se limité a explicar la necesidad de
examinar todos los casos presentados.

Discusion

Como resultado de las dos fases de
experimentaciéon, podemos enunciar las
siguientes conclusiones:

La totalidad de los alumnos que cursan el
ultimo afo de Profesorado de Matematica
reconocen la presencia de
argumentaciones por reduccion al absurdo
en un contexto matematico, siendo
capaces de explicar correctamente su
fundamento légico. Al encontrarse con este
tipo de demostraciones en un contexto
matematico, pueden incluso indicar cuales
son sus caracteristicas y dificultades; sin
embargo, s6lo menos de la mitad
argumentaron por reduccion al absurdo en
situaciones fuera del contexto matematico.
Ello demuestra que reservan este tipo de
argumentaciones al escenario académico
y las conciben como una forma natural de
razonamiento légico.

Pocos alumnos con formacién informatica
efectian argumentaciones indirectas para
resolver situaciones problematicas, ya que
prefieren las argumentaciones directas. No
utilizan la forma de razonar indirecta e
incluso la cuestionan, a pesar de haber
estudiado las ideas ldgicas que la
sustentan. La forma de razonar de los
estudiantes de informatica en condicionales
esta unida, segun ellos, a la estructura
“if...then...”, necesitando evaluar el
antecedente antes del consecuente. Esto
muestra cédmo una practica profesional
condiciona la manera de razonar.

Ninguno de los alumnos del ultimo afio de
la escuela media que intervinieron en la
experimentacion, pudo argumentar
correctamente por el contrarreciproco. Para
la mayoria de ellos, la Unica manera de
demostrar que una implicacién es
verdadera consiste en probar todos los
casos, lo cual indica que no tienen aun
incorporada la idea de demostraciones
generales que no impliquen razonar caso
por caso. Si bien alguien podria plantear la
posible influencia de la falta de
conocimientos formales de este grupo, ya
que sus integrantes han estudiado las
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maneras en las que se validan los
resultados de las distintas ciencias,
consideramos que se trata de un grupo
cuyas respuestas pueden ser tenidas en
cuenta en la investigacion.

A través de los resultados obtenidos puede
observarse la influencia de las practicas
profesionales en las argumentaciones y
reconocer a la argumentacion por reduccion
al absurdo como una construccion cultural.
Ello lo hemos realizado bajo la mirada de la
socioepistemologia, que permite el estudio
de las interacciones entre la epistemologia
del conocimiento, la dimension sociocultural

y los procesos cognitivos asociados a los
mecanismos de institucionalizacién via la
ensefanza (Cantoral y Farfan, 2004).

Nuestros estudios nos permiten interpretar
la construccion social del conocimiento
matematico avanzado y su difusion
institucional, reconociendo que la matematica
escolar esta al servicio de otros dominios
cientificos y de otras practicas de referencia,
de donde a su vez adquiere sentido y
significacion (Cantoral y Farfan, 1998). De
todo ello se deriva nuestra hipotesis principal:
las practicas sociales son las productoras del
conocimiento matematico.
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