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El entendimiento de la transformada de Laplace:
Una epistemologia como base de una descomposicién genética’

Francisco Cordero'
Eduardo Miranda®

RESUMEN

En este trabajo se consideran dos aspectos: la problemética del discurso de la matéematica escolar
de la transformada de Laplace y un cuestionamiento teérico del concepto de descomposicién
genética, que posiblemente pudiera ser reformulado con una base epistemoldgica. La investiga-
cién indic6, ante tal problemética, la ausencia de un marco de referencia de significados y el
origen de las condiciones que permitieron la construccién de la transformada de Laplace. Este
hecho cuestioné cualquier formulacién de la descomposicién genética de la transformada de
Laplace, debido a que la descomposicién significarfa un modelo de aprendizaje para estudiantes,
¢ implicaria, en el a priori del marco de referencia de la transformada, una descomposicién formu-
lada por las coordinaciones de las construcciones mentales necesarias del estudiante para dar
cuenta tnicamente de la definicién de la transformada de Laplace. Es, entonces, como se formula
una epistemologfa de la transformada de Laplace y se discute su papel como base para una des-
composicién genética con la intencién de ampliar su marco conceptual. '

ABSTRACT

In this paper there are two aspects to be considered: the problem of the didactic mathematics
discourse of the Laplace transformed and a theoretic questioning of the concept of genetic
decomposition, that could possibly be reformulated with an epistemological base. The re-
search showed, responding to the problem, the absence of a meaning’s reference frame and
the origin of the conditions that allowed the construction of Laplace transformed. This fact
questioned any formulation of the genetic decomposition of Laplace transformed, since the
decomposition would mean a learning model for students, and it would imply, in the a priori
of the reference frame of the transformed, a decomposition formulated by the co-ordinations
of the mental constructions necessary for the student to only realize the definition of Laplace
transformed. It is, then, how an epistemology of Laplace transformed is formulated and its
role as base for a genetic decomposition is discussed with the intentions of enlarging its
conceptual frame.

RESUME

Dans ce travail on considére deux aspects: la problématique, 3 I'université, au niveau du
discours des mathématiques de la transformée de Laplace et un questionnement théorique du
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concept de la décomposition génétique, le quel pourrait e possiblement reformulé avec
une base épistémologique. La recherche a indiqué, face a tellg problématique, |’ absence d’ un
cadre de référence de significations et 1"origine des conditions qui ont permit la construction
de la transformée de Laplace. Ce fait a questionné n"importe quelle formulation de la décom-
position génétique de la transformée de Laplace, due & que la décomposition aurait signifié
un model d’ apprentissage pour les étudiants, et aurait impliqué, a priori, dans le cadre de
référence de la transformée, une décomposition formulée par les coordinations des construc-
tions mentales nécessaires de I’ étudiant pour se rendre compte uniquement de la définition
de la transformée de Laplace. C’ est, alors, comment se formule une épistémologie de la
transformée de Laplace et se discute son réle telle que base pour une décomposition généti-
que avec I’ intention d’ étendre son cadre conceptuel. '

" RESUMO

Neste trabalho consideram-se dols aspectos a problematica do discurso da matematica esco-
lar na transformada de Laplace ¢ um questxonamento tedrico do conceito de decomposigdo
genética, que posivelmente poderia ser reformulado com uma base epistemoldgica. A inves-
tigagho indicou diante de tal problemitica, a ausencia de um marco de referencia de significados |
e a origem das condi¢des que permitiram a contruqﬁo da transformada de Laplace. Este fato |
questionau qualquier formulago da descomposls;ao genética da transformada de Laplace, |
devido a que a decomposigio significaria un modelo de aprendizagem para estudiantes, e
isso implicarfa, a priori um marco de referencia da transformada, uma decomposigdo formu-
lada pelas coordinagdes das construgdes mentais necessarias do estudante para dar conta
unicamente da definig3o da transformada de Laplace. Entao se formula uma epistemologia
da transformada de Laplace ¢ se discute seu papel como base para a decomposigo genética
com a inteng3o de ampliar seu marco conceitual

INTRODUCCION

En las escuelas de Ingenieria, los cursos de
ecuaciones diferenciales tratan la transforma-
da de Laplace (TL) como una forma de resol-
ver ciertos tipos de ecuaciones diferenciales.
Asi, 1a TL es impuesta, en el discurso mate-
mético escolar, como una “operaciéon” con
“propiedades” que permiten la conversién de
una ecuacidn diferencial a una algebraica.

Temas curriculares como el clculo son trata-
dos por los libros de texto y los profesores de
mateméticas a través de las experiencias es-
colarés previas para que el estudiante cons-
truya y atribuya significados a los conceptos.
Sin embargo, no es lo mismo para la TL. Apa-
rece en el aula de manera artificiosa, como

un instrumento cuyas propiedades formales
son impuestas ‘por su utilidad porque resuel-
ve cierto tipo de problemas. Ante la inten-
cionalidad de su'ensefianza, no es claro, o esta
ausente, cualquier elemento de construccién
o de reconstruccion de significados.

Efectivamente, la TL no pertenece a expe-
riencias escolares previas de matemdticas, lo
cual significa que los objetos matematicos
de tal naturaleza son completamente nue-
vos para el estudiante. Si bien es cierto que
la TL puede ser interpretada por una funcién,
pertenece a una clase de funciones diferente
a las experiencias escolares:previas del es-
tudiante. Dificilmente este hecho podria ser
entendido si s6lo partimos de la estructura
matematica que aparece en los textos para
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la TL, es decir, la estructura matematica no
arroja luz hacia una epistemologia con
intencionalidad de que la TL sea enseflada
y aprendida. Por ello, esta investigacién se
enfoc6 en dos aspectos: uno de corte episte-
molégico y otro cognitivo.

El aspecto epistemoldgico trata de responder
a la pregunta:

¢ ;Cudles fueron las ideas y problemas que
dieron origen y significado a la TL?

Mientras que el cognitivo trata de elucidar las
siguientes interrogantes:

¢ ;Co6mo el estudiante actualiza tal episte-
mologfa de acuerdo con su cognicién?

¢ ;Como seria una descomposicion genética
inicial de fa TL, para la cual la base sea
~ tal epistemologia?

A fin de aproximarse a sendas respuestas, es
necesario hacer las siguientes consideracio-
nes tedricas. '

Una descomposicion:genética estd definida
como un modelo cognitivo donde se descri-
ben las posibles construcciones mentales que
una persona realiza para entender un concep-
to a partir de ciertas habilidades cognitivas
previas, y son descritas en el marco de Ia teo-
ria APOE de Dubinsky (Asiala et al., 1996)
como acciones, procesos, objetos.y esquemas,
donde se trata de explicar el entendimiento
mediante las coordinaciones de esas construc-
ciones mentales.

En la teorfa APOE, una descomposicién
genética inicial estd constituida por el disefio
de un analisis teérico, inicial del concepto
matemdtico en cuestifn, donde se proponen

las construcciones mentales especificas que
un estudiante realiza para aprenderlo. El di-
sefio se basa, propiamente en la experiencia
del profesor o investigador, por el contrario,
en este trabajo, el analisis tedrico inicial del
concepto descansa en la epistemologia
del concepto, con el cual, pretendemos, re-
sultard més rico dicho anélisis. Ademds, para
los fines de la investigacién, como se expli-
cara posteriormente, interesa particularmen-
te la nocién de esquema.

Ello fue el sustento para disefiar un conjunto
de situaciones de exploracion basadas en los
promedios y valores esperados como ejes para
construir la integral de Laplace, |, f(t)e "dt.
Los datos generados evidenciaron la posibi-
lidad de describir las construcciones menta-
les desarrolladas por los participantes en
términos de los mecanismos de desarrollo de
conocimientos intra, inter y trans, es decir,
de un esquema’®, ademas de que se reflejé la
posibilidad de que una persona pueda cons-
truir esa integral en términos de los diferen-
tes significados que aluden a cada una de fas
integrales: - R
[ f@ye"dr, [ f@)x'ar, [} f(8)e " dr .

ANTECEDENTES.
LA TRANSFORMADA DE
LAPLACE SIN CONSTRUCCION

La definicién de la TL de una funcién f(¢),
comunmente presentada en el medio escolar, es:

L{f(®O} =17 (e dt,

siempre y cuando la integral exista pa,ré cier-
tos valores del parametro s .

Esta expresion por lo general aparece en el
medio escolar universitario, durante los cur-

3 Un trabajo con esta interpretacion, donde se explica el enténdimiento del estudiante de laregla de la
cadena a través del desarrollo de su esquema en términos de la triada (intra, inter y trans) se puede

consultar en Clark et al. (1997).
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sos de ecuaciones diferenciales que se impar-
ten en las escuelas de Ingenieria, Fisica o
Matematicas.

Particularmente, en los cursos de ecuaciones
diferenciales, la ensefianza de la TL se trans-
mite de manera muy similar a como se pre-
senta en los textos. La instruccién comienza
con su definicion, sigue con el célculo de la
TL de¢ diversas funciones, después se anali-
zan sus propiedades y termina con las aplica-
ciones en la solucién de algunas ecuaciones
diferenciales.

A diferencia de temas escolares como la deri-
vada o la integral, donde los textos o los pro-
fesores tratan de que el alumno constiuya y
atribuya significados de esos conceptos a par-
tir de conocimientos anterlores, la TL apare-
ce sin algin antecedente académlco en el
saber del estudiante.

Sin embargo, la ensefianza de la TL es algo
diferente en cursos de Andlisis de Sefiales o
Control (posteriores al de Ecuaciones Dife-
renciales), ya que es frecuente verla como un
caso particular de la transformada de Fourier
0, en otros casos, es la versiéon continua de la
transformada Z.

En todo: caso, la definicién de la TL invita a
la reflexi6n, pues en ella aparecen componen-
tes para los que no se dan antecedentes en los
programas de estudio ni explicaciones del
porqué es asi.

A través del célculo previo a la TL, se puede
pensar que la expresién [ f(t)e"dt repre-
senta el drea bajo la curva de la funcién
f(e” enel intervalo[O, oo]; sin embargo,
surgen diferentes tipos de cuestionamientos:

¢ ;Porqué se tiene que multiplicar una fun-
cién f(r) porel factor e para después
integrar?

* (Porqué se define esta integral desde 0
hasta o y no con otros limmes?

* ;C6mo es que se llegd a esta expresxén
integral? i

* ;Cémo se relacioné con la solucién de
ecuaciones diferenciales?

* ;Enquémedidaesté relacionada la TL con
la transformada de Fourier o con la trans-
Sformada 77

* ;Cuales son los significados de la TL en
las experiencias escolares?

Con base en los cuestionamientos anteriores,
se establece una epistemologia a través del
analisis de textos y las formas en que se im-
parte la TL en el medio escolar, ademas de
ahondar en las ideas y problemas que le die-
ron origen. '

EL MARCO TEORICO.
UNA EPISTEMOLOGIA Y LAS
CONSTRUCCIONES MENTALES

En la teorfa- APOE; el proceso de construc-
cién de un conocimiento comienza con obje-
tos sobre los'cuales ¢l individuo ejercera cierto
nimero de acciones hasta que llegue a
interiorizarlas (es decir, formar un proceso) y
las encapsule en un.objeto, o bien-que las uti-
lice  para  coordinarlas con otras y construir
nuevos objetos (Asiala et al., 1997).

Para determinar las construcciones mentales,
se comienza con una descomposicién genética
inicial del concepto matematico en cuestion,
que es un posible modelo de entendimiento
del estudiante donde se muestran tinto las
construcciones mentales necesarias como sus

.relaciones con otras estructuras de conoci-

miento.
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Tal descomposicién genética inicial se en-
cuentra constituida por el disefio de un anali-
sis tedrico inicial del concepto matemaético en
estudio, en el que se proponen las construc-
ciones mentales especificas (acciones, proce-
s0s, objetos o esquemas) que un estudiante
realiza para aprenderlo.

En tal procedimiento se incluyen las obser-
vaciones a partir de una entrevista con los
estudiantes, de sus habilidades y estructuras
cognitivas previas. Dicho anélisis teérico esta
basado (en forma primaria) en el entendimien-
to propio del investigador y su experiencia
como maestro y estudiante.

Como se menciono al principio, por la natu-
raleza de esta problemética se cuestiona la
formulacién de la descomposicién genética
s6lo a través de la experiencia propia del in-
vestigador. Empero, se debe considerar a las
construcciones mentales y las coordinaciones
entre ellas, asi como los conceptos que com-
ponen marcos de referencia ampliados que no
podrian estar en el a priori de la experiencia
del investigador. En ese sentido, se reformula
el concepto de descomposicién genética en
la teorfa APOE, y se propone un mecanismo
que articule los aspectos epistemol6gicos (en
tanto construccién del conocimiento hecha
por la humanidad) con los cognitivos (en tanto
construcciones mentales del individuo).

El mecanismo considera tres aspectos: recons-
truccion de significados, procedimiento y pro-
ceso y objetos, que en conjunto estructuran
la situacién del concepto. Los significados
constituyen los sfmbolos en un sistema que
se construye y se usa en la interacci6n; los
procedimientos constituyen las operaciones
comunes inducidas por los significados, mien-
tras que el proceso y objetos se refieren a las
diferentes construeciones mentales que sur-
gen en los procedimientos.

En el marco anterior, la situacién del concep-
to es una epistemologia del mismo, pues los

tres elementos que la integran estin mutua-
mente relacionados y, a priori, tales elemen-
tos no aparecen en las definiciones. Se trata,
pues, de construir una epistemologfa de la TL
que sirva como base a la descomposicién
genética de ese concepto. Para tal empresa,
se convino en precisar aspectos del estatus
epistemolégico de la TL en el medio escolar
y de su epistemologia a través del desarrollo
conceptual.

EL ESTATUS EPISTEMOLOGICO
DE LA TLEN EL MEDIO
ESCOLAR

Para este andlisis se desarroll6é un cuestiona-
rio preliminar cuya finalidad fue explorar al-
guna informacién acerca de las creencias,
concepciones y experiencias en alumnos o
profesores de la TL dentro del medio escolar.

Las preguntas versaron alrededor de dos
interrogantes. En la primera se pide explica-
cién sobre lo que significa la férmula de la
transformada y su utilidad, mientras que
la segunda explora sus habilidades para el uso
de la TL.

Este cuestionario lo respondieron nueve es-
tudiantes de la carrera de Ingenieria en Elec-
trénica que ya usan la TL como herramienta
de analisis de circuitos, asi como por tres pro-
fesores de matematicas y dos ingenieros en
electrénica. :

Las respuestas tuvieron como comin deno-
minador el que cuatro estudiantes y cuatro
catedréticos definieron la TL mediante
la expresion L{ (1)} = F(s) = [ ™ f(t)at ;
los demds no se acordaron.

Se encontr6 diferentes significados en los pro-
fesores de ingenieria electrénica. Uno de ellos
especificé.la TL como:

L{f )} = [Ze™ f(t)dt, con s = o + joo
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y explicé lo que queria decir tal expresion de
la siguiente manera: “La transformada sirve
para proyectar la funcién ft) sobre exponen-
ciales de frecuencia compleja...”, mientras
que para los otros significé el enunciado “...Ja
transformada es un operador que transfor-
ma una funcion... ” :

Asimismo, todos los encuestados indicaron
que la TL es una herramienta para resolver
ecuaciones diferenciales; algunos calificaron
al método como rapido y eficiente, y otros
mencionaron qﬁe la TL transforma las
ecuaciones para resolverlas por medlos
algebraicos.

Finalmente, tres profesores coincidieron en
que ellos ensefian y manejan la TL en forma
algorftmica, como una herramienta que trans-
forma una ecuacién diferencial en una
algebraica; si bi¢n la forma de obtener la so-
lucién se facilita, no saben cémo se originé
la definicién de esa transformada ni como se
lleg6 a pensar en su utilidad.

La TL representa, en las experiencias escola-
res, solamente una entidad con propiedades
cuya existencia y significacién no se definen
claramente. Sin embargo, la incorporan en la
ensefianza a través de ciertos célculos siste-
méticos. .

Cualquier experigncia del profesor sobre la
TL reflejarfa s6lo este marco de referencia.
Ello quiere decir que, en esas condiciones,
una descomposicion genética evidenciaria Jas
construcciones mentales en dicho marco de
referencia. :

De alguna manera, los textos escolares con-
tribuyen a establecer ese marco de referen-
cia. Por ejemplo, en los programas-de estudio
del nivel educativo superior, en-particular en
las escuelas de Ingenieria, se encontrd que la
TL aparece por primera vez en los cursos de
Ecuaciones Diferenciales. Y, en casitodos los

programas-consultados, se recomiendan tex-
tos como Spiegel (1983), Edwards (1986),
Zill (1986), Derrick y Grossman (1981),
Simmons (1993), eatre otros (véase Cuadro

1).

Ademis, la TL forma parte de.otros cursos
dirigidos a Ingenieria (Teoria de Control o
Sistemas Lineales) y algiinos de Probabilidad.
En los programds’consultados aparecen tex-
tos de autores como O’Neil (1994), Ogata
(1970) Korohuk (1981) y Feller (1985).

La revision d¢ los textos ayudé a precisar los
diversos argumentos que se usan para espe-
cificar la TL.

En primer lugar, hay definiciones de la TL en
forma directa, sin mediar explicacion previa
de la integral, tuego de la integral a partir de
la transformada de Fourier, después de la TL
desde un conjunto més general de transfor-
maciones integrales y, finalmente; de la TL
tomando como punto de partida las series de
potencias.

En la clasificacién anterior, merece destacar-
se el texto de Kaplan (1972), cuyo acerca-
miento a la TL difiére considérablémente de
los demas. Su explicacién para definir la TL
es cercana a’la eplstemolog(a encontrada en
el estudio.

A partir de e'ék‘t'o, s_e_puede obserVﬁ"r que':f | k

* Enlos textos de ecuacnones d1ferenc1ales
la mtroducc16n y deﬁmc1én de la TL re-
vela Ia ausencia de argumentos que pue-

dan establecer su_origen o srgmf icado;

esto 1mphca que para enseﬂar la TL s6lo

_se parte. de su definicién 51mbéhca sin
_contenido’

* Algunos libros dan referencias a que la
TL se originé debido.a los trabajos de
Heavyiside.(1925) y sus métodos operacio-
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-Definicién de la TL a

Definicién de la TL a

Definiciéon def.la TLa

Deﬁ'::';s‘n,;.’i"ch partir de la partir de series de partir de las
transformada de potencias transformaciones
) Fourier ‘ initegrales
“.si escribimos a una)Dados K(s,#) y f(f), se
Dada una funcion f(¢) |L2 transformada  de | ' - de pofenclas !,lama .h'ansformacién
i Fourier de una funcion | como . f(i)x', entonces |integral lineal de FAU)]
definidapara 120,12 T | £(1) " o5 la integral| ™ sobre - K(s,) a la
de la funcion f(¢) esla un andlogo natural es la . ’ a
IZe'™ f(t)dt Ysis es expresion

funcion F(s) definida
como {f(1)} = F(s) =

ce e f(t)dr para todos
los valores de 5 alos que

el namero complejo tal
que p = -is.y ademas
S(O=0 para ¢t < 0,
entonces se obtiene la

integral
o fxdr.  Si se
reemplaza x por e’ se
obtiene j,, f(Dedr,
integral quc se conoce

impropia,

11 KGsnr@ar,

donde
K(s,f) se conoce como el
kémel o micleo de la

transformacién, y f(1)

converge la integrat, integral o e’ f(1)dt .| coma la transformada de debe perigapcer 2 un

qecsiaTL Laplace de - Ia’ fimcion ‘%ﬁﬁi‘féﬁes dotidas mi"i
S .. mvo p

Spiegel (1983), Edwards|{ .. o T E

1986), Zill (1986), Braun { Kolmogoérov 1975 o i ST

51990;, (Dcrric)k " y| Gary %1983) y (Kamcil Kaplan (1972) gag;n(gf‘(‘;&e;l!oyw

Grossman (1981), entre | (1990), ] ’

otros. 2

Cuadro 1

nales para resolver las ecuaciones diferen-

ciales, aunque no se dice cémo es tal re-

lacién.

En algunos libros de Sefiales y Sistemas,
Control o Series de Fourier pare&:lera que

existe la preocupacién de cimentar la de-

finicion de la TL sobre la transformada
de Fourier, conocimiento que se mtrodu-
ce antes que fa FL. »

Otros explican laexistencia del factor €™
como forma de hacer convergente la: ins'

tegral, siempre y cuando la funcién f'sea

‘de orden exponencial (Koimogérov y

Fomin, 1975).

Respecto -al intervalo de integracién; en

algunos textos dirigidos a Ingenieria Elec--

trémica (Ziemes, 1993) se da un argumento
de: tipo fisico para decir que:la integra-
ci6n se hace desde 0 hasta « porque la

funcién £(s), que puede asociarse con
un voltaje o corriente, eléctrica, sélo.ac-
tia sobre el circuito si ¢ 2 0.

A méhera d,ekresumen, los prbfq;s;)res neﬂejan

en su mede -de impartir la TL. el contenido.de-

los textos, es decir, la enseflanza,de la TL estd
limitada a la manipulaci6n de la expresién in-

tegral, por lo que calculan la transformada de.

funciongs; prueban y aplican propiedades de la
TL para encontrar. la solucion a alguna clase
de eauac;ones dlferencmles ~

UNA El;iSTEMOLOGiA DELATL.

RECONSTRUCCION
DE SIGNIFICADOS

En esta seccn’m sebuscuan dentro del desa-
rrollo histérico de la TL, indicadores sobre

su significado epistémico, y-etapas de desa-

rrollo con sus progresos o regresiones: . .
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* Las construcciones operativas que dieron
origenala TL -

* Los tipos de problemas que se resolvian
conla TL

* Las etapas o niveles de desarrollo episte-
molégico del concepto

* Los vinculos de la TL con conocimientos
preexistentes

Acerca de los acontecimientos que propicia-
ron el surgimiento de la TL han escrito algu-
nos autores como Doetsch (1937), Gardner y
Barnes (1942), Shtokalo (1976) y Deakin
(1981 y 1982). Ellos mencionan a las obras
de Euler (1769), Laplace (1812), Boole
(1859) y Bateman (1910), entre otras, como
fuentes principales para consultar sobre los
origenes de la TL.

Widder (1929) menciona que la inte-
gral | f(*)e™dt tuvo como antecedentes
a expresiones de la forma |, f(x)t'dx ,
[2f(x)e"dx o ' f(t)e"dt, y que todas se
denominan integrales de Laplace.

A la vez, revisando los textos mencionados,
se puede afirmar que desde sus fundamentos
tanto esta integtal como sus antecedentes fue-
ron creados implicitamente por Euler (1769),
o explicitamente por Laplace (1812) con la
uiniea finafidad de resolver cierto tipo de
ecuaciones diferefciales o‘en diferencias y,
para justificar su construccién, en ningin
momento de su desarrollo se les relacion6 con
los argumentos geométricos de drea o volu-
men asociados cominmente con una integral
definida. ' LEETT

s @ Ui

Eh

Los contextos en los ctuales se:hicieron las

construcciones operativas que originaron la
TL y sus antecedentes estuvieron enmar-
cados por un comnjunto de afirmaciones rea-
lizadas en diferentes épocas, como las
siguientes: '

* La solucién de ciertas ecuaciones dife-
renciales de orden mayor a 1 se pueden
encontrar a:partir del clculo de factores

de integracion adecuados de la forma e™

* Toda funcién F(tf) puede ser expre-
sada como una serie de potencias

F(t)= g fit

* Toda funcién F, y en particular toda solu-
cién de una ecuacion diferencial o en di-
ferencias, puede ser expresada como una
integral de Laplace, es decir, mediante la
forma F(s)={!f()e"dr para cierta
funcién f£(¢)

Los métodos de solucion de ecuaciones dife-
renciales o en diferencias presentados en
cada etapa de desarrollo de la TL siempre
estuvieron determinados por cierto tipo de
operaciones efectuadas para transformarlas o
resolverlas, de manera que en cada una se pre-
sentd algin tipo de integral de Laplace.

Son precisamente esas operaciones las que
permiten reconocer los tres periodos de evo-
lucién conceptual de la TL. Una fase donde
las soluciones se fundamentan en las multi-
plicaciones, otra en las sustituciones y una
tiltima &n la que se regresa a la multiplica-
cién (véase Cuadro 2).

Las etapas conceptuales

Etapa 1. Maultiplicacion:
las integrales indefinidas

En esta etapa, la multiplicacién constituye la
operacion esencial para resolver una ecuacion
diferencial. Aqui, la multiplicacién de una
ecuacion diferencial por una funcién adecua-
da(la exponencial ¢™) es la manera en que la
ecuacion de orden n queda.transformada en
otra: de orden n-1, cuya solucién se puede
conocer o ya es conocida.
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Operacién Moultiplicacién Sustituciéon Multiplicacién
Tipo de Integral indefinida lntegra]b definida Integral impropia
integral [ F(x)edx [, f(x)rax, e f(edr

[/ (xe"dx [ f(De "l

Cuadro 2

Esto se puede ver en los trabajos de Euler
(1769), quien estudia métodos de solucién de
ecuaciones diferenciales de orden mayor a 1
mediante el argumento fundamental de mul-
tiplicar una ecuacién diferencial

A Y+ A YU A Ay Aoy = f()

por un factor €™, con la doble finalidad de
transformar la ecuacién diferencial en una
exacta dependiendo del parametro m, por un
lado, por otro, reducir la ecuacién en otra de
un grado menor a la original.

By +~--+Bl Y+ Boy=
J(4 y" +. + A4 '+ 4 y)e™ dx=
[ f(x)e™ ax

La aplicacién de estos argumentos llev6 de

modo indirecto a la obtencién de las integra-

les indefinidas de la forma| ¢ Xdx ,
eﬁ & 8 mx .

[ e"Zdx o[ f(x)e™dx, expresiones que,

sin duda, anteceden a la TL.

Etapa 2. Sustitucién:
Ias integrales definidas

En la segunda etapa, las diferentes integrales
de Laplace'son construidas a partir de ia idea
de resolver una ecuacioén sustituyendo una
expresion integral donde se pretende cono-
cer la forma del integrando y los limites de
integracion.

Aqui, la obra de Laplace (1812) resulta pri-
mordial porque la integral [, f(¢)e "dt apa-
rece en sus trabajos en la forma que se

conoce actualmente junto con las motivacio-
nes que le dieron origen, los problemas que
se resolvian con ella, y con los argumentos
que hacen que presente esa forma simbélica
singular.

El contexto inicial en el que esta etapa de
conocimiento se desarrolta es el de la proba-
bilidad, donde muchos problemas relativos a
distribuciones se pueden resolver mediante la
busqueda del coeficiente f; de la potencia ¢
de un polinomio. ‘

Laplace (1812) afirmé que una vez, conoci-
da la funcién U, se puede conocer la f, para
expresar la solucion de una ecuacion en dife-
rencias o diferencial fs) como una integral
de la forma:

fls) = [Le“vuydt |

“El conocimiento de las funciones genera-
trices de ecuaciones diferenciales nos permi-
te expresar las soluciones de estas ecuaciones
en términos de cuadraturas definidas...”
(Laplace, 1812, p, 83).

De esta manera, en los trabajos de Laplace
(1812), Boole (1859) o Poincaré (1885) se
presenta un método, denominado de integra-
les definidas o de Laplace (mL), cuyo obje-

tivo es representar: la solucién de una

ecuacion diferencial como una integral de
Laplace. ¥

Ello se hace sixponiendo_, }a.solucién de una
ecuacion en las formas f, = [, F()f'dt, o

£=1! F(t)e"dt, para lo cual se sustituye f;
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en la ecuacién-para determinar la funcién F(¥),
asf como los limites de integracién ay b.

Un ejemplo es presentado por Laplace (1812)
en la solucién de la ecuacién diferencial

iy, =0

En este caso, se prépyone como solucién a
y:= [e""p(x) dx, donde @ es una funcién a
determinar Junto con los limltes de integra-
cion.

Tal expresion se sustituye en la ecuacion di-

ferencial para encontrar que la solucnép de Ja
ecuacion . diferencial es y; = A, x' e "dx,
con 4 = constante. .

Las integrales de Laplac‘;e talhbién sén-usa-
das (con sus adecuaciones) para resolver
ecuaciones en.derivadas parciales. Como
muestra, Laplace resuelve la ecuacidin
W w du
— =2U+2u d + —,
ar' du du’;
y propone como solucién a la expresiéon U =
[o@,r)e*dt .

A partir de este’ penodo aparecen mtegrales
de la forma '

[2 f)ede, |° fx)e=dx

y 7 f(x)e .

Autores como Boole (1859);  Abel (1881) o

Poincaré (1885) contribuyéron at avance de
la TL en la forma que fue eredda por Laplace,
va sea con la modificacién del método de so-
lucién, el uso de elementos del calculo com-
plejo para su desarrolio o estudidnddla a fin

de sistematizar sus propiedades, ademas de

darle un simbolo especial.

Por ejemplo, Poincaré (1885) emplea el cal-
culo con variable compleja en un método para
resolver ecuaciones diferenciales con el pro-
posito de encontrar la integral general de las
ecuaciones

=0’

k dx‘
donde P, son_polinomios, en x, todos del mis-
mo grado.

Para (em;bntra,r «dicha integral, propone como
solucién a la transformacién de Bessel

y=[vwz)e dz,»

en la que se va a determinar la funcién v, y un
camino de mtegracnén elegido de' manera
‘“conveniente”.

Algo que debe observarse en el mL es que la
variable independiente de las ecuaciones di-
ferenciales resueltas viene a ser s, una de las
variables de la exponencial e*, precisamente
la de la integral [, F(f)e™ df como funcién
des.

Y el cambio de variable en las ecuaciones di-
ferenciales a ¢, al igual que la modificacién
del tipo de operacion a la multiplicacién trans-
formé el mL al método de la TL actual. -

Aunque en el trabajo de Laplace se obser-
va la aplicacién del mL en ecuaciones dife-
renciales con coeficientes polinomiales,
Boole (1859):menciona que €l mL es apli-
cable para resolver ecuaciones diferencia-
les de grado n con caeficientes polinomiales
de grado:n.

Como parte de esta etapa de sustituciones,

se puede incluir lo que corresponde a los pri-
meros intentos por estudiar las propiedades
de la integral de Laplace, ya que el estudio

sistematizado de esas integrales ocurre en:
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épocas donde el mL se usaba al.estilo de  Elmarco en que se resuelven estas ecuaciones
Laplace. , Y son problemas de la desintegracion radiactiva
: (inicialmente) y de circuitos eléctricos en los
Una sistematizacion de las propiedades de la  cuales se busca determinar comportamien-
TL aparece en la obra de Abel (citada en G. tos en tiempos muy grandes (1= o) a partir
Birkhoff, 1973), quien también afirma que de estados iniciales (en ¢ = 0), por lo cual la
toda funcién puede ser expresada como una integral | f (t)e “di es particulanzadaa lain-

integral, esto es, si f{x) es una funcioén, siempre  tegral ltnpropla IN N f(t)e l'dt
se puede encontrar otra funcién f) tal que o
En un contexto fisico; donde se estudian fos
gx)= [ f(t)e"dt modelos matematicos para resolver un'siste-
R ma de ecuaciones difefenciales (usadas por
donde ¢(x) se llama la funcién generatriz de  Rutherford) con ‘el propésito de calcular la
A y fp) es la funcién determinante de fx).  cantidad de sustancias radioactivas, Bateman
o (1910) resueh/e el srstema de ecuacxones si-

Las propiedades de la integral son sistemati-  guiente: '

zadas, y se le afsla del contexto de la solu- dP o dQ *

cién de las ecuaciones diferenciales. Aqui, la = AP =1 P— ,iZQ;
integral de Laplace es identificada como B a6 dt T
CaR . ovds t
xt ~—=l —lR; lanytot ,R_AT; """
flf®]=1f0e . g TR = AR AT e

Asimismo, la siguiente notacién correspon- En la solucién, introduce las expresiones -
de a la relacién inversa

' p(x)={; e P@)dt;
f(t)=D[,¢(x)]-. o g = e";.',Q(i) dt

Etapa 3. Multiplicacién: R ; |
las integrales impropias y para cada una de las.cuales demuestra que

Esta etapa tiene gran riqueza de contenidos fo e %Pi dt=-P(0)+ [ &' P(t) dt =
no sé6lo porque la TL se empieza a usar tal y IR = P(0) + x p(x) -
como se conoce én la actualidad, sind tam- ' R
bién-porque en effa un cdmbic en las varia-  Una vez que tiene estas relaciones, multiplica
bles de la integral de Laplace, y 1a vuelta al ¢! sistema‘de: ecuaciones inicial porie~*? e
método desarrollado por Euler, hace que la  integra desde O hasta  para obtener las
TL se vea mds cercana a los métodos -ecuaciones mtegrales

operacionales que el mL anterior. By
L ‘ : Is "P(t)dt P(O);

Dicho periodo se caracteriza porunregresoa Xt o

la.etapa 1, puesto que ahora swrgen las in- I - A,P(0)

tegrales |, f(1)e™"dt a partir de la mnlt.lph- . fo e otyar = m

cacion de ecuagiones dlferencnales con o [=e e R dt =

coeficientes constantes por el factor e, para

despuds integrar toda la ecuacién en el inter- A4, P(0)

valo {0, @). s ' (+AXx+AXx+4)
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con las que obtiene las funciones P, O, R,...
por medio de la relacién

1

x+A

et tdr =

Debe notarse que la integral ¢ de Laplace usa-
da por Bateman ya es la TL actual, ademas de
que, a diferencia del periodo anterior, la ma-
yoria de las ecuaciones diferenciales son de
coeficientes constantes y la varxable indepen-
diente de las ecuaciones dnferencxales esty
no s, como en el mL. Este camb;o de varia-
bles, asi como las. propledades de la integral
[* f(hedr, hacen que el método de multi-
plicar la ecuacién diferencial por la funcién
exponencial ¢*, y luego integrar desde 0 hasta
w, transforme la ecuacién diferencial origi-
nal en otra que se puede resolver por medios
algebraicos, de modo que la nueva técnica de
solucién de ecuaciones diferenciales se pue-
de comparar con los métodos operacionales
desarrollados por Heaviside®.

Los métodos operacionales, como formas de
simbolizar y resolver ecuaciones diferencia-
les, se observa en el trabajo de Boole (1859),
quien empieza a conectar la integral [e™'Tdr
con los simbolos propios de métodos opera-
cionales.

En el marco de este desarrollo operacional,
Heaviside —citado en Berg (1936)— estu-
dié la solucién de ecuaciones diferenciales
lineales, cuyo origen estaba principalmente
en los circuitos eléctricos; es decir, la mayor
parte de sus resultados los obtuvo, aplico e
interpretd bajo ideas fisicas.

Berg dice que las ideas basicas de Heaviside
son las siguientes:

a) uso del simbolo p para la expresién i y
' dt

b) estudio del comportamiento de sistemas
con condiciones iniciales 0, a las que se
les aplica un impulso o fuerza repentina
en el tiempo ¢ = 0,

Este impulso unitario fue definido asi
1sit>0

]=
0sit <0

El dlgebra de la funcién /(f) y el operador
p llevaron a la obtencién de expresiones
como:

1. Sia es un escalar, entonces

l E l ~-al
I= —(10-¢e")1
p+a a

2. Si aes-un escalar, entonces

P 1=e
pta
wp _
3. W Sen(a)t)]

Un ejemplo de aplicacién de estas relaciones
se observa en la solucién de la ecuacién dife-
rencial de un circuito serie:
El=iR+L ﬂ
dr

Lafsolucién para la corriente / se encuentra
despejandola, y aplicando la propiedad 7 de
la siguiente manera:

R
£ 1 1=§(1-e'2’)1

1‘:
Lp+% R

Este método para resolver ecuaciones dife-
rehciales por medio del operador p se deno-
mina de operadores resistencia (Heaviside,
1887), y una de sus caracteristicas reside en
que es aplicable a ecuaciones diferenciales

4 Deakin (1982) y Carslaw (1938) sostienen que Bateman fue el primero en utilizar ]a TL en la forma

que se conoce actualmente.
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con coeficientes constantes y condiciones ini-
cialesent=0.

La limitacién de resolver ecuaciones diferen-
ciales con condiciones iniciales en r = 0 se
acab6 cuando surgieron otras contribuciones
al desarrollo de esos métodos. Por ejemplo,
Jeffreys (1946) y Carslaw (1928) publican una
versién de los métodos de Heaviside descri-
tos en el libro de Berg, donde los métodos
operacionales se pueden aplicar a ecuaciones
con condiciones iniciales en puntos diferen-
tesat=0.

El trabajo de Carson (1926) mostr6 finalmente
la evidencia de la relacion entre ambos méto-
dos, al obtener la expresion
1 o
e’ h(r)a,

= I 0

pZ(p

en un contexto en el que se propone resolver
el problema de encontrar la distribucién de
corrientes y voltajes en un circuito como res-
puesta a una fuerza electromotriz (FEM) ar-
bitraria aplicada al circuito cuando éste se
encuentra en equilibrio, es decir, con cargas
y corrientes nulas al tiempo £ = 0.

Tal relaci6n es usada para resolver ecuaciones
diferenciales de la forma:

@+ ap +vb)y= F(x)

Y dado que
F(x)
p+ap+b

- F(p) ’
H(p)

y=

entonces al escribir

F(p)
H(p)

en fracciones parciales de la forma
1

Z(p)

(salvo constantes), en cada una de estas frac-
ciones se puede utilizar la relacién

1
Z (p)

Para resolver estas ecuaciones integrales, en
las que hay que calcular A(¢) conociendo Z(p),
se elaboran tablas de integrales como las si-
guientes:

= ply e ht)dt ®

pi; e’ et dt= 7,
: p+a
por tanto, h(f) =
o 0 1 1
pjo e’ =
n! p
"
por tanto, h(t)‘ —_ , etcétera.
-

El mL cambi6 completamente puesto que de
aquf en ade]ante la integral de Laplace se usa
generalmeme para’ resolver ecuaciones dife-
renciales de coeﬁcnentes constantes y con li-
mites de integracion 0¢ o, asf como en
variables independientes de la ecuacién a re-
solver y la integral de Laplace no coinciden.

Ahora, la TL est4 en una etapa de formaliza-
cioén y sistematizacion de sus propiedades
(aunque esto ya se habia comenzado a hacer
desde Abel)

En este contexto se encuentrah los trabajos
de Doetsch (1937 y 1943), quien publica una
serie de articulos y libros en la que escribe
por primera vez acerca de la TL como la he-

3 Denis y Papin (1969) definen a esta expresién como la transformada de Laplace-Carson, y es denota-
da como h(t}=g(p), mientras que la transformada de Laplace es definida con la misma expresién inte-
gral, pero sin el factor p, y es simbelizada como 3h(t) = g(p). :
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rramienta matemaética que vino a-darle rigor
matemético a los métodos operacionales:
(Deakin, 1982 y Shtokalo, 1976).

Doetsch (1943) define la mtegral de Laplace

fs) = [7e " F(tydt, como un: ﬁaﬁsi’on‘ha-
cién funcional denominada TL, ¢4so patticu-
lar de las L-funciones F{(¢), aquéllas para las
que la integral "

11m ; ¢‘° F(r)dr

exme pm TJ» 0 y pau. cxertos valores del
complejo sp.

La TL forma'parte de un conjunto de transfor-
maciones integrales de la forma general

I Ko ) ey de

en la que K(x, y) es el nucleo de la transfor-
macion.

Deakin (1981) sostiene que laTL -aparece pbr

de los ﬁl‘tlmos aﬁos deglﬂgéimeﬂa pp‘ra‘ gra-
duados de pimer “afi6; autorla dé Gardner y
Barnes ('19 2), relap ; al d’n"'si;s‘te'-

‘mas hnea[es

Enél, laTL se expone como ri caso particular
de la transformada de Fourier, y es interpre-
tada como una herraxmenta sumlar ala fu.n-
cién_logaritmo, pues transforma ecuacnones
integrodiferenciales en multlpllcacwnes, di-
visiones, sumas y restas de expresiones
algebraicas, lo cual simplifica la busqueda y
andlisis"de oluclones de las ecuaclones
1ntegrod|ferenc1ales ‘

Una variante de la TL 1a encontramos con
McLachlan (1948), quien, en un texto dirigi-

et

do a estudiantes de posgrado en Ingenieria, |

trabaja con la expresién

B(p) =Pj>er f()dt

la cual deﬁne como la p-transformada de
La,pface de. ,h(t) Y que, a su vez, es un caso
pamcular de la expresu’m

‘ q)(p’ 'hl’hz) = In, e».p’ f(t) d_t 4 ’

‘McLachlan-explica que 1a TL se originé sin

el factor p, y'dalas siguientes razones para .

expresar de este modo la transformada:

¢ Con este factor, las formas operacionales
~de Heaviside y la TL.coinciden y-

¢ El factor p hace que ff) y ®(p) coinci-

dan dimensjonalmente, esto es, en una

aplicacion fisica de la integral de Laplace

t tiene cierta dimensién, de la que p se

considera como reciproca. Si  representa

~ tiémpo, entonces p representa rt , por lo

que el producto pr es adxmensxonal asf
como pdt.

La notacion-usada en este: libro para-as p-
transformadas es el simbolo o. Ejemplos de
ello son las siguientes expresiones:

e e s
pz +d

e’'o 0 sen(at) O

pta

Van der Pool (1950) también escribe sobre la
p-transformada de Laplace, pero ademas de-
sarrolla métodos operacionales usando la p-
transformada de Laplace bilateral de una
funcién £(#), definida como

Kp)=p{~ e " F(t)dt

La notaci6n para la p-transformada es:

h(p) = A1),

fie

$ El simbolo > denota que se calculé la p-wansformada de la _ex;iresié:i del li&o derecho.
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con coeficientes constantes y condiciones ini-
cialesent=0.

La limitacion de resolver ecuaciones diferen-
ciales con condiciones iniciales en t = 0 se
acab¢ cuando surgieron otras confribuciones
al desarrollo de esos métodos. Por ejemplo,
Jeffreys (1946) y Carslaw (1928) publican una
version de los métodos de Heaviside descri-
tos en el libro de Berg, donde los métodos
operacionales se pueden aplicar a ecuaciones
con condiciones iniciales en puntos diferen-
tesat=0.

El trabajo de Carson (1926) mostré finalmente
la evidencia de la relacién entre ambos méto-
dos, al obtener la expresion

k() de,

= I []

pZ(p

en un contexto en ¢l que se propone resolver
el problema de encontrar la distribucién de
corrientes y voltajes en un circuito como res-
puesta a una fuerza electromotriz (FEM) ar-
bitraria aplicada al circuito cuando éste se
encuentra en equilibrio, es decir, con cargas
y corrientes nulas al tiempo ¢ = 0.

Tal relacion es usada para resolver ecuaciones
diferenciales de la forma:

@+ ap+b)y=F)

Y dado que
y=— Fx) _Fp)
p +ap+b  H(p)
entonces al escribir
F(p)
H(p)

— .

en fracciones parciales de la:forma

1

Z(p)

(salvo constantes), en cada una de estas frac-
ciones se puede utilizar la relacién

1.
Z(p)
Para resolver estas ecuaciones integrales, en
las que hay que calcular A(f) conociendo Z(p),

se elaboran tablas de integrales como las si-
guientes:

= pls e ke’

. pJ': evpl -Ad df—- p

: p+2.

por tanto, h(n) = e *'
U 1
Pl e’ — dt=—
' n! P
tﬂ

por tanto, A(f) = __ , etcétera.

n!

El mL cambié completamente puesto que de
aqui en adelante la integral de Laplace se usa
generalmente para resolver ecuaciones dife-
renciales de coeficientes constantes y con li-
mites de integracién 0 € o, asi como en
variables independientes de la ecuacién a re-
solver y la integral de Laplace no coinciden.

Ahora, la TL est4 en una etapa de formaliza-
cibn y sistematizacién de sus propiedades
(aunque esto ya se habfa comenzado a hacer
desde Abel). ’

En este contexto se encuentran los traba)os
de Doetsch (1937 y 1943) quien publica una
serie de articulos y libros en la que escribe
por primera vez acerca de la TL como la he-

3 Denis y Papin (1969) definen a esta expresion como la transformada de Laplace-Carson, y es denota-
da como h(t)=g(p), mientras que la transformada de Laplace es definida con la misma expresién inte-
gral, pero sin el factor p, y es simbolizada como 3h{t) = g(p). :
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donde a f{r) le llama original y a h(p) la
imagen.

Ademas, en'este texto, la p-transformada de
Laplace es definida sobre la base de la trans-
formada de Fourier, de modo que aquélla es
un caso particular de ésta, lo cual contrasta
con el libro de Gardner y Barnes (1942), en

el que la transformada de Fourier es un caso

particular de la de Laplace.

Finalmente, conviene apuntar que pareciera
que en el desarrollo de la TL, en este siglo,
nadie se volveria a ocupar. de sus origenes
relacionados con las series de potencias. Pero
Widder (1929 y 1947), y postetiormente
Doetsch (1937), mencionan que la serie de

Taylor F(z) = 3 a z" es el fundamento de la
e
integral de Laplace.

Widder (1929) justifica tal afirmacion toman-
do una sucesi6n de enteros {m;{}‘:

0<my<m, <..;ytal que llmm —ao :

y con la sucesnén de exponentes forma laﬂ se-
rie }: a, ™
k=]

Dado que en ella hay cierta ambigiledad, ya
que, por ejemplo, si my = %, entonces habria
que decidir qué raiz de z es la que se toma; si
my no es un entero, entonces. z™ constituye
una funcién multivaluada.

Para evitar eso se hace el cambm de variable
z = ¢” (o también z = ¢), que transforma el
circulo de convergencia de la serie }: az

en un semiplano, lo cual nos lleva a obtener
la serie de Dirichlet F(e*) = }: a, e"' .

La sucesidn {m;} se sustituye por una varia-
ble continua ¢ que varfa desde 0 a o, la serie
se cambiara por una integral, la sucesién {a,}
se modifica por una funcién f{r) y F(e") es
una funcion de s, quedando :

F(s)= [ f()e dt»

F(s) se llama funcion generatriz y f{() es la
funcién determinante (Widder, 1929).

Conceptualizar la integral |, e f(¢) dt como
la generalizacién de una serie de potencias
permite, a Widder y a Doetsch, discutir teo-
remas acerca de las condiciones de conver-
gencia de la serie y dé la integral.

Reconstruccion de significados de la TL

La revisién de las ideas que dieron origen a
la TL posibilita afirmar que esa representa-
cién simbélica encierra gran riqueza de con-
tenidos, donde cada una de las componentes
de la integral tiene los mgmﬁcadqs propios,
mostrados en el Cuadro 3.

En el cuadro aparece la exponencml pomo un
factor de convergencia de Ia lqtegréﬂ pero la
convergencia de la integral no aparece en el
texto de Laplace. En su ensayo filoséfico
(1988), Laplace apunta lo siguiente:

“..De lo tinico que se trataba es de re-
ducir la integral definida a una serie con-
vergente. Es lo que he obtenido por un
procedimiento que hace converger la se-
rie con rapidez...” (pp. 65-66).

Esta debe ser la raz6n por la que en la mayor
parte de problemas resueltos por Laplace apa-
rezca la integrdl con la exponencial ¢ en un
intervalo [0, co] donde la mtegral ‘¢S conver-
gente.

En el Cuadro 3 también se anota uno de los
significados de la exponenciat como un vol-
taje, idea importante dentro de las ideas que
dieron significado a la integral de Laplace,
ya que esta representacion como el modelo
de un voltaje aplicado a un circuito permi-
ti6 a Carson (1926) obtener la integral que
conecta los métodos operacnonales con
la TL. g

Ast, el conjunto de significados encontrados

hace recordar que la enseftanza de la TL en
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[re” f(Bydt

A9

st

e

Limites de
integracion: a, b

Representa una serie
de potencias (una
funcién generatriz)

Factor para hacer
converger la integral
impropia

4

Factor para convertir
una ecuacion
diferencial en una’
exacta

Represehtacién
de voltajes

La conversion de
una suma X cuando

.1las variables son

continuas

Parte de las
condiciones para
representar una
funcién como una
integral de Laplace

Calculo de estados
estacionarios, en ¢ =
o, a partir de estados
iniciales, en ¢ = 0.

Cuadro 3 ;,

nuestro sistema educativo solamente se pre-
senta mediante la definicion de uha expresion
mtegral a partir de la cual se extraen propie-
dades c[ué serdn usadas deSpués para resolver
ecuaciones dlferenclales

Esta manera de ensefiar la TL, sustentada en
la definicién de un conocimiento, no es algo
extrafio en el medio educativo, puesto que esto
también sucede, por ejemplo, con la ensefian-
za de los conceptos de dlgebra lineal (espa-
cios vectoriales, base, dimensién, entre otros).

Para Sierpinska (1996) hay dos modos de
pensamiento: en el primero el objeto.de pen-
samiento es dado directamente (intuicién) y
en el segundo el objeto de pensamiento es
dado indirectamente (pensamiento discur-
sivo). Al modo intuitivo se le llama sintético
y al discursivo, analitico.

En el modo analitico, el objeto es creado a
partir de su: definicion, y sus propiedades se
derivan.de alli. Este ultimo tipo de pensamien-
to lo describe Sierpinska como el nivel rans
def conocimiento, a partir del cual se ense-
fian los conceptos del dlgebra lineal.

Para el caso de la TL hemos visto que su en-

seflanza y/o presentacion sigue una tradicién
dada desde el trabajo de Boole (1859), donde
se parte de la definieién de una expresion in-

tegral para,.de ahi, explorar sus propiedades
y.aplicaciones.

Esto es, en la enseflanza de la TL no se consi-
deran elementos que puedan describir su es-

tructura, de modo que un estudiante pudiera -

intuir el porqué de su forma y componentes.
Asi, a modo de metéfora con lo expresado
por Sierpinska, pudiera decirse qug la ense-
fianza de la TL inicia en el nivel zrans del
concepto.

Mientras que, con relacion a las construccio-
nes mentales, Harel y Kaput (1991) reportan
que en el medio escolar la ensefianza de esas
representaciones simbélicas comienza con la
manipulacién de notaciones antes de obtener
la experiencia suficiente para construir sus
referentes mentales, por lo cual la notacién
matematica puéde ser de gran poder o de gran

peligro.

Dentro de estas observaciones parece impor-
tante considerar un estatus epistemolégico en
la did4ctica sobre las ideas que llevaron a la
construccion de los significados de cada una
de las componentes de la TL. Inclusive, el
estatus epistemolégico podria ser el germen
de una revision en la préctica educativa que
probablemente llevara al estudiante a cons-
truir o, al menos, a intuir porqué la expresién
de la TL es como se da en las definiciones.
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Es en ese sentido que se establece, en esta
investigacion, una relacion entre la epistemo-
logia de la TL y su descomposicién genética
a través de dos hechos: por un lado, sin la
epistemologia de la TL se hubiera partido de
la definicion de la TL, por otro, la epistemo-
logfa incorpora elementos que a priori no es-
taban en la conceptualizacién. Entonces, la
descomposicién genética debera reflejar
cémo estan relacionados los elementos encon-
trados en la epistemologia con la definicion,
es decir, como cohabitan la construccién de
significados y las construcciones mentales.

Algunos de los aspectos que la descomposi-
cion genética deberia considerar en su formu-
lacién son los siguientes:

a) Construir unaintegral | f(x)¢ dx defini-
da a partir de una serie 3, f(k)t* como el
k=l

antecedente discreto de la integral, basa-
da en las ideas de Laplace, que consiste

- en los conceptos de promedios pondera-
dos y valores esperados como ejes para
organizar problemas donde 'se aliente a
una persona a construir una integral defi-
nida a partir de las sumas infinitas de da-
tos discretos.

b) Obtener la solucién de una ecuacién di-
ferencial, suponiéndola como una serie de

potencias 3, f.t", donde el célculo de los
k=)

coeficientes lleve a encontrar que su for-
ma general es fk = [ f(x)e™dx.

¢) Encontrar la solucién de una ecuacién

. diferencial multiplicando esas ecuaciones

por un factor de la forma ™, de modo
que la ecuacion se haga exacta.

HACIA UNA DESCOMPOSICION
GENETICA INICIAL

En la epistemoldgica formulada se ha encon-
trado un conjunto de construcciones y signi:

ficados alrededor de la integral |, f(t)e™dt
y de los métodos de solucién de ecuaciones
diferenciales asociados con la integral que no
estan en la mayoria de los textos ni en los
programas de ensefianza respectivos.

De este conjunto de construcciones que re-
fleja el desarrollo conceptual de la TL se ten-
dra que precisar el tipo de argumentos que
podrfan favorecer el entendimiento de la in-
tegral de Laplace —de ahf el papel de la des-
composicién genética—, dejando para una
posible continuacién lo que corresponde a los
métodos de solucién de ecuaciones diferen-
ciales asociados.

Con base en.lo anterior, hipotéticamente se
podrian formular varios caminos que presumi-
blemente lleven a un estudiante a construir la
integral de Laplace.

Multiplicar la ecuacién diferencial por un
factor

Se trata de una situacién donde hay que en-
contrar respuesta a una ecuacién diferencial
mediante factores integrantes. El objetivo serd
alentar las construcciones mentales para crear
la necesidad de multiplicar la ecuacién por
un factor adecuado que la convertird en una
ecuacion diferencial exacta, y ello debera
conducir necesariamente a la construccién de
integrales indefinidas de la forma | f(f)e™ dt .

Posteriormente, habria que presentar otras
situaciones en las que el objetivo es pasar de
la integral [f(t)e~dt a la integral definida
j2f(t)e=dty, en particular, a [, f(t)e " dt .

Las series de potencias como forma de
construir la integral definida: promedios
ponderados y valores esperados

Se trata de hechos derivados de la probabili-
dad. Los conceptos que entran en juego son
los-de la media arittnética (promedios) y va-
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lores esperados. Algunas nociones al respec-
to fueron encontradas en los trabajos origi-
nales de Laplace: A continuacidn, se sefialan
algunas caracteristicas parael propésuo de la
situacién: e

* El promedio ponderado es un cancepto
donde €s necesario multiplicar dos canti-
dades (el dato por su frecuencia relativa)
para despnés smmrlas

* Lasuma 1nﬁmta de estos uénmnos se con-
vierte ‘en una integral definida, al pasar
del promedio al valor esperado

* La frecuencia relativa es un concepto que
se puede mirar como sindanimo de proba-
bilidad, y para ciertas formas:de probabi-
lidad (por ejesnplo, las exponénciales) la
expresion integral del valor esperado se
convierte en una forma de la integral de
Laplace . - -

Cilculo de coeficientes de series infinitas

La situacion se trata del cdlculo de coeficien-
tes de series infinitas para resolver ecuaciones
recurrentes (o en-diferencias).

En este caso, las construcciones mentales de-
berfan ser enfocadas para alentar la posibili-
dad de que.una persona descubra (o intuya)
que si sesupone que la solucién de-una ecua-
cién diferencial es una serie de potencias
Z f.t', entonces la forma general de los

coeficientes es f; =, f(x)"dx .

Cad4 una de las situaciones planteadas tie-
nen algo en comin: la multiplicacién de un
factor exponencial par una funcién. Los di-
versos significados consiSten en la relacioén
de estos términos con respecto a sus varia-
bles, como parte de una suma infinita o como
integrando de una integral. En ese sentido, se
considero adecuado formular una exploracién

que ofreciera indicadores sobre los significa-

dos que realmente se puedan dar en los pro-
cesos escolares.

Asi, se disefi6 un conjunto de problemas
exploratorios —denominados situaciones—
donde el eje principal se formé alrededor de
las sumas de productos de dos cantidades (el
dato y su frecuencia) para organizar una se-
rie de operaciones dirigidas hacia el proceso
de construccion y entendimiento de lz integral
fo f(t)e™dt, o de alguna de sus variantes.

Las situaciones se disefiaron de acuerdo con
la separaci6n entre procesos finitos en pro-
medios € infinitos, en el caso de los valores
esperados a fin de organizar los contenidos,
conceptos e ideas que entran en juego y, de
este modo, encontrar la orientacién para es-
tablecer las construcciones mentales que se
deben realizar con el prop651to de entender
la TL

Al considerar la epistemologia formulada de
la TL, la situacién debe consistir en secuen-
cias que posibiliten a los participantes el tran-
sito entre las construcciones que aparecen en
el Cuadro 5. ,

Los participantes

En el estudio participaron cinco personas. Tres
eran estudiantes del cuarto semestre de Inge-
nieria Civil, una cursaba el octavo-semestre

'de Ingenierfa Electrénica y la ultima era un

profesor con experiencia en cursos de
Ecuaciones Diferenciales y formacién en
matematicas.

Los tres estudiantes de Civil no habian teni-
do contacto con el tema de la TL, pero si ha-
brian llevado cursos de Célculo I, II y III
(célculo diferencial e integral en una y varias
variables), Algebra Lineal, Probabilidad y, a
la fecha de la entrevista, estudlaban la mate-
ria Ecuaciones Diferenciales.

El de Electrénica ya tenfa experiencia en el
uso de la TL tanto por la asignatura Ecua-
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- Promedio de datos Valores esperados ‘Valores
Promedio simple . N
agrupados discretos esperados continuos

i : f2%f (x)dx

X, »
i 25t E xf, f. g(x) f(x)dx

n re”f(na

Cuadro 5

ciones Diferenciales, que habia llevado en el
cuarto semestre, como por los cursos de Sis-
temas Lineales o Analisis de Circuitos, co-
rrespondientes a semestres posteriores.

Se cit6 a cada uno de los participantes en un
dia especifico, y se les entregé el conjunto de
problemas. Los datos obtenidos fueron pro-
ducto de los escritos que entregaron, asi cp,m'o
de entrevistas videograbadas, cuyas pregun-
tas tuvieron como directriz las siguientes
interrogantes: :

. ¢,Cémo entlende 0 construye un estudlante
la integral definida a partir de una suma
infinita de términos?

* ;Cuales son los conceptos previos nece-
. sarios para construir esta integral?

* Es posible que, a partir de los conceptos

de promedios y valores esperados, se lle-
" gue a construir la integral |, f(t)e "dt o
" alguno de sus antecedentes?

Se dejé un intervalo de media hora, en pro-
medio, en lo que cada persona lefa el cuestio-
nario para entenderlo y empezar a contestarlo.
El tiempo total para la solucién y entrevista
fue de tres horas.

Anglisis de los datos en términos de la
triada

Tanto las entrevistas como los escritos de cada
uno de los participantes fueron editados inte-
gramente, de tal modo que en cada caso s¢ da
una vision general de lo que piensan. Cada

uno de los entrevistados se.identifican con los
simbolos A4, A4,... As. Con la letra E se iden-
tifica al entrevistador. ’
El desarrollo de un esquema obedece a un
orden determinado por los mecanismos de la
triada: intra, inter y trans (Clark et al., 1997).
El nivel intra se caracteriza por focalizar los
problemas individuales aislados de otras ac-
ciones, procesos y.objetos de naturaleza si-
milar; unla persona que esté-en este nivel no
ha construido relacxones .entre ellos.

i [ T # 71
El inter es refendo COme un pre-csquema, y
su desarrollo es determinade poret reconoci-
miento de relaciones entre acciones, proce-
sos y objetos. Aqui se empieza a agrupar
problemas de naturaleza similar y quizé alla-
marlos por el mlsmo nombre.
En el trans, el 1ndrv1duo empleza ‘a €onstruir
la estructura subyacente a través de las rela-
ciones descubiertas en el nivel inter, y esas
construcciones son entendidas como algo que
le da coherencia al esquema.

Con base en lo anterior, se analizaron los da-
tos obtenidos en términos de un esquema:

* Encel intra, una personatiene una colec-
cion de reglas (que simplemente aplica,
ya sea por memorizacién o por sugeren-

cias externas) para-calcular el promedio

o el valor esperado; pero no tlenc capac1—
“dad de relacionarlas.

* En el inter, una persona encuentra algu-
nas relaciones entre las diferentes formu-
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laciones para calcular promedlos y valo-
res esperados

* Enel trans, una persona reconoce que los
promedios y valores esperados son en
esencia el mismo concepto, ademas de que
estarfa en posibilidad de cuestionarse por
la estructura subyacente entre las integra-
les definidas y las series infinitas descu-
biertas en la etapa inter. :

ALGUNAS EVIDENCIAS

Nivel pre-intra

En este caso tenemaos alpartlclpante As, quien

necesita de sugerencias para recordar cémo
calcular el promedio de datos no agrupados,
y &tin asi no puede efectuar el calculb correc-
to (este hecho obliga a cuestionar el nivel
intra, por lo que convenimos en llamarle ni-
vel pre-intra).-Tampoco puede relacionar la
forma de calcular el promedio de datos agru-
pados y no agrupados.

De este modo, 45 escribe dos respuestas muy:

diferentes para resolver el problema del cal-
culo del promedio de los niimeros 2,2, 3,4y
5 sise replten S5, 10, 30 y 25 veces (véase
anexo): : s

Unadeellaées
2+3+4+5 =L4 =35,
4 4
y la otra
10+30+40+125 _ 285 7125
4 ’ 4 ‘

E:.. ;Me podrias explicar cémo determi-
nas ¢l promedio de este conjunto de
datos, donde tienes también las fre-
cuencias?

(El promedio?

E: Si.

As: Te dan las frecuencias. La suma de

frecuencias... digamos, frecuencia 1.
(Qué te estan pidiendo? ;El prome-
dio?

E: Si.

(No es la suma aritmética de las fre-

Asir
- cuencias entre n? Digamos... [escribe
L+fi+.+] ]
n

En otro momento, cuando A trata de resol-
ver un problema postenor se observa que a
consecuencia de que rio sabe cémo determi-
nar promedios en forma numérica, ademas de
las dificultades que tiene para relacionar las
probabilidades con las frecuencias relativas,
le resulta atin mas dificil hacer calculos con
cantidades en abstracto. ET s1gu1ente didlogo
da cuenta al respecto:

As:  No entiendo este problema.

E: Se trata de calcular un promedio, de
la misma manera que en el problema
dos de la situacién 1; si en ese caso
dijiste que el promedlo es la suma de
datos multiplicados por sus frecuen-
cias, (como calcularfas el promedio
de ahora?

As: . (De éste?

E: Si.

Aqui tenemos la suma de &sto, que es
la suma

G(t)+G({t,)+...+G(t)

n

[escribe:

donde G(z,) es una frecuéncia)
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E: (Pero dénde quedaron los datos F(¢,),
F()..., Que son las cantidades de per-
sonas?

As:  ;Hay que utilizarlos?
E: Si.
Hace rato se dijo que la frecuencia re-

lativa... -calculamos la frecuencia re-
lativa y la probabilidad, ;verdad?...

AsZ

E:
As: - [Ahora escribe x,G(;)]
E: Pero ;ya no es una suma?

As:  Es que no tengo ni idea. © -
Nivel Inter.

En esta situacion, 4, encuentra los promedios
de datos agrupados y no agrupados, relacio-
nandolos con problemas donde se da la
probabilidad de cada dato en vez ‘de las fre-
cuencias relativas. Pero a veces no puede dar
una respuesta correcta, dado que arrastra di-
ficultades en la comprension de las frecuen-
cias relativas.

Sin embargo, entiende bien la forma numéri-
ca para calcular tos promedios, y escribe una
formulacion a dicho célculo:

E: Revisemos et primer problema Aqui

se te dan los datos, asi como el nime-
ro de veces que se replte cada uno.
;Cul es la forma general para calcu-
lar €] promedio de un conjunto de da-
tos en los que se dice el nimero de
veces que se repi_ten?

Pues es el m’lmero de veéés que se re-
pite el numero Lasuma de cada uno
de estos térmmos entre la suma de to-

dos ellos, y entre la suma de todas las
veces que se repiten.

E: (Puedes escribir ¢so?

A,:  Si,esun nimero x por un nimero y de
repeticiones, mds un nimero z por un
numero m de repeticiones, mas lo que

sea entre y + m, mas lo que sigue...

() +(@)(m) +...

y+m+..

La falta de comprensién del significado de

las frecuencias relativas le impide a A, rela-
cionar su formulacién anterior con-la‘corres-
pondiente al c&tculo de promedms agrupados
por su frecuencna relatwa :

E: Y si te dan las: frecuenc:as relatlvas,
(cémo calculas el prémedio?

Ay {Cémo?

E:  Siel promedio cuandqse te dan los
datos con su frecuencna rﬁlatlva

Aj: {Cémo, cémo?

E: .. ‘¢,Sab¢s lo que e,s una frecuencna rela-
tiva? . .

Ay Eh.no .

E:  /No?

A:  No.

Pero al parecer los porcentajes como forma
de escribir las frecuencias relativas son mas
familiares a esté participante, lo cual se pue-
de apreciar a continuacién:

E: {Sabes determinar los porcentajes con

que aparecen los datos del problema?
A;:  SLLEs la cantidad de cierta cosa, por
ejemplo si..
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E: A ver: de estos datos calcula los por- E: ;Y esta expresion te sirve para calcu- |
centajes con que aparece cada uno. lar ‘el promedio del problema 1? ,
Ay [Escribe la siguiente tabla] A;:  Si (en este momento calcula el pro- )

- medio mediante la expresion anterior,

nimero  frecuencia ~ porcentaje sustituyendo los niimeros).

2 5 © 714 En otro momento, A, da muestras de que pue-

3 “ 10 © 1428 de modificar las:formulaciones para el calcu-

4 30 . 42.86 lo- de: promedios: numéricos y aplicarlas en

5 25 35.71 expresiones mas:generales, pero arrastra pro-
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E: ¢,C6mo calcuhste esto?

Pues el 100 pqr c:entq de las frecuen-

cias es 70; entonces, para éste (el 2),.

como nada mas tiene:una. freouencia
de 5, se multiplica por 100 y se divide

.. entre 70: Esunaregladetres y asf
con los demds.

E: Bueno, esa es la frecuencia relativa:-

Y con esta base de los datos y la fre-
cuénicia relativa, je6mo calcularias el
pronvedio wsando los' datos y sus fre-
cuencias relatlvas?

puedo multlphca: 2 por 7. 14

A Pues...

“md$'3 por'i4: 28m6§lbsque snguen y'

divido entre 100

Con esta explicacién reorganiza la formula-

cién para el calculo de promedios, obtenida

anteriormente:
E: .Y puedes describir eso en forma ge-
neral? .
Asi.. . o\na formulagion general? .
E: Si.
Ay Seria o
( 100x ) ( 100y }
X [P |+
y+m+n.. y+m+n..
100

blemas de entendimiento de las frecuencias
relativas.

Dicho participante quiere. generalizar una
expresién como

T G .
suma de términos

nimerg:total de términos

Para el calculo no numérico de prqmedios,
sabe que hay que dividir una suma de térmi-
nos, mas no §abe qué.

,,,,,,

blema dos (véase anexo) Calcula el prome-
le de tlempos para atender un cliente de
acuerdo conlos- tlempos que dura en ser aten-
dl&O donde la probab11dad de que esto su-
ceda es:

Tiempo ., $: - 2

"Provabibasd | |

En'el s1gu1ente extracto se observa también
que el entrewstado no toma en cuenta que el
niimero de datos es mf' mto

E: ' (Yaenténdiste el p“rdblefjr1a‘? '

Me estoy dando cuenta que la poten-
cia a la cual estd elevada la frecuen-
_cia es la misma que la’ del tiempo;
" entonces, puedo hacer tina fotmula ge-
neral, que ds la sumatoria de't menos

Az:
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e”, se hace una sumatoria y, para sa-
car el .promedio, se-realiza la suma-
toria y se divide entre el nimero de
términos que se usan [escribe

(-

l-l

>

inl

e’}

Pero después de algunas sugerencias del en-
trevistador, cambia su:respuesta en forma
correcta:

E:  (Seguro? Acuérdate de los problemas
anteriores. (Habia relacién entre la
frecuencia relativa y la probabilidad?

Az No syé, es..._' el "promedioj.'.: Un prome-
dio 1-¢” por ¢

E:  ;Porqué?

A;:  Puesestags., ., . . .

E: . Aver;tratade caleular sin ysar.el sim-
" bolo.de la sumatoria. ;Qué haces pri-
mero para calcular el promedlo?

,,,h.ﬁ' ~

Multlpllco 1 por 1 <e! més 2 por
1-¢2; yasf

[escribe:
Mg 200 £3(1- = ]

. Esto ya es diferente a lo.que decias

Luego, esta persona explica o6me obtener el
promedjo ¢n forma general cuando se presen-
tan funciones que sustituyen a las frecuen-
cias relativas y a los ddtos.

Por ejemplo, el problema tres considera fun-
cnones como datos numérlcos

Eh un supefmereadb se ha detenmnadd que
el timero'dé’ ‘persortas, F(1,), qtie llega al'lo-
cal eian ittstante (z; enhorasiueneprobabn-
hdades dada§ por la Tabla 1 e

“hL

Determma la forma de calcuiar ia cantldad
promedio de personas que llega-ala tlenda en
un tlempo determiriado. '

Entonces, Az exprbsa que el promedlo s

F(t)G(1)+F(t )G'(t )+ +F(t )G(f )
100 EIERTI

Y'al preguntarle sobre la re
guiente problema, escribe una expresnén inte-
gral de Laplace para. el célculo de promedlos

E: GY esta relac16n se apllcaria para el
T Gigiienté  problétna® -

Ay bAhora dan un numero f{f)? [Escnbe

[} f(0)e"dt]

E: ;Y por qué isas la jntegral?

" ntes. Ay Porqueesuna sumatorlaﬁ
Ay Si, estd bien. R R
No. de ' F(fl) F(tz); : F(tng; T rLF(!‘) £ ER
. Persomnas - 4. o L . % SRR IS, TSIV IR TITERY oL |
Probabilidad | - Gl e G |- v Gl) froen o Gl L
RSP ST IE sibiger
l' Tabla 1 i o
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A;:  Esque la suma E: Vayamos con el problema de los pro-
F(1)G() + F(t,)G(t,) +...+ F(,)G(,) medfos. A ver, ;como deﬁn?s el pro-
100 medio cuando se te da el nimero de
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se pasa a una integ;al. ‘

Este caso (aunque hubo otros parecidos)
muestra evidencias de que la persona entre-
vistada, mediante sugerencias, puede relacio-
nar las reglas para calcular promedios simples
con las de promedios de datos agrupados,
aunque no comprende cabalmente el papel de
la frecuencia relativa, ya que trata de organi-
zar sus conocimientos retomando la regla para
calcular el promedio simple.

Lo anterior se pone de manifiesto al ob-
servar que, como primera respuesta, calcu-
laron el promedio de datos agrupados
suméndolos y dividiéndolos entre un nume-
ro, es decir, trataron de obtener una expre-
sion para el promedio de datos agrupados
en la forma

‘ Enx"ﬁ .
lla]go"

donde ese “algo” no saben exactamente
qué es.

Nivel trans

Aqui encontramos casos donde el participante
sabe la relacién entre los promedios y los va-
lores esperados, asf como sus formulaciones,
asociandolos con los valores promedio de una
integral. Ademds, tratan de explicarse porqué
aparece la integral en vez del simbolo de
sumatoria. Como ejemplo, se tiene al entre-
vistado identificado por 4;.

El hace los célculos numéricos en forma co-
recta. Ademds, a diferencia de las otras per-
sonas, entiende el papel y significado de la
frecuencia relativa y su relacién con la pro-
babilidad. Esto se muestra a continuacion:

veces que se repite un dato?

A;:  ;Cémo lo defino? Pues hay que mul-
tiplicar cada elemento por el namero
de veces que se repite, y lo divido en-
tre la suma de las veces que se reite-
ra... Es lo que ya esta escrito aqui:

[A, escribe lo siguiente:

Promedio = 5(2) +10(3) + 30(4) + 25(5) ]
5+10+30+25
E: Si, pero esta forma es particular para
este problema. ;Cudl serfa la forma
general?
Ay: (Una férmula?... ;O qué? Pues asi...

[escribe la expresion:
Nx +Nx, +..+Nx
N +N,+..+N,

|
|
|

]

promedio =

E: (Entonces, esa serfa la forma general ‘
para calcular promedios cuando se te l
da el niimero de veces que se repite

un dato?

A Si

E: (Qué es para ti la frecuencia relativa?

A La frecuencia... yo la entendf como el
tipo de las veces que se repite, como
tipo probabilidad.

E: A ver; en este ejemplo (el primer pro-

blema), ; cudl serfa la frecuencia rela-
tiva de cada dato?

A:  ;Su frecuencia relativa? Yo creo que
tiene que ser 5 entre 70, ;no?

E: .Y lade los demés?
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A;:  Pues 10 entre 70, y asi
Finalmente, 4, escribe una formulacién co-
rrecta para el caso.

E: Bueno, ;como puedes escribir el pro-
medio en términos de las frecuencias
relativas?

A;:  (El promedic en términos de las fre-
cuencias relativas? Pues... si lo escri-
~ bo aqui es el .elemento 1 por la
frecuencia 1 mas el elemento 2 por la
frecuencia 2, y asi, ;no? Hasta el ele-
mento iiltimo por la frecuencia de cada

uno

[Ahora escribe:

Promedio = N|F|+N;F,+...+N,F,]

A partir de su comprension del célculo de pro-
medios de cantidades numéricas como una
divisién entre dos cantidades, trata de resol-
ver problemas para valores esperados reali-
zando tal operacion. Asi, al resolver el
problema 2, escribe la siguiente respuesta:

Promedio =

(- N+ (" 2+t (1=e")n _

-+ (- ).t (=€ )

Si(l-e”)
i=l
L 2(-¢")
Pero, al comenzar las.'preguntas, cambia la
solucién en forma correcta.

E: En este problema la frecuencia relati-
va se da como sinénimo de probabili-
dad. Para el tiempo 1, la frecuencia es
(1-¢™); para el tiempo 2, la frecuencia
es (1-e’?), etcétera. Entonces, /cudl
sera el promedio? |

Ay: - Pues yo créo que seré el tiempo por

su frecuencia. La suma serfa 1(1-¢™").

+2(1-€?) +...+n (1-e¢™) y asi, hasta el
ultimo.

E: Eso es diferente a lo que réspondiste
en el cuestionario. ,

Ay Si, ya vi.

E: Entonces, ;cudl ser fa forma general
para calcular el promedio para este
tipo de problemas donde se da la fre-
cuencia?

A;:  Pues ):f(l—e) donde f; es la fre-

cuencia.

E: No, no es cierto. Bueno, para este pro-
blema si, pero en general para todos
los problemas serfa la-frecuencia por
el elemento La suma.:. ¥, FN,

|

Finalmente, en los problemas posteriores, 4,
relaciona las distintas maneras de calcular
promedios, e incluso trata de explicar por qué
se usa la integral.para pasar de procesos dis-
cretos a eontinuos-enel célculo de promedlos
y vaiores esperados o

E: LPuedéS explicar con mas detalle la
solucién que diste?

El problema anterior tiene la pecu-
liaridad de que a cada tiempo corres-
ponde un valor de la funcién de
probabilidad e™. Por tanto, en un in-
tervalo de longitud.finita. hay infini-
tos posibles valores de la funcién. Una
manera de encontrar el promedio es a
través de la integral definida, y el ra-
zonamiento es el siguiente:

A'l:
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Una aproximacion al promedio. se encuentra
mediante. Ja suma finita

pero dividimos el mtervalo en pamclones

iguales

b-a =Ax—>n= _bL:f_
n A

La suma queda como

‘ ;‘1- ;::l'f(:f;f): =-———Zf{x) =

que en

—Zf(X)Ax’

b—a“

el limite, cuando ||P}|—0, da:

Promedlo— b__ j f(x)dx

A

En t,u: explicacién del uso.de la inte-

gral, ;parqué fue necesario dividir
estos intervalos con la expresién
Ax=ba
, PR

~Lo que pasa esﬁ que y&no -me acorda-
-ba:;Primero lo intenté como siempre,

con particiones regulares, pero no-me
sali6; es decir, no pude expresar esto
como la sumatona de la funcién, la

~ funcién evaluada en un punto del Ax

y luego multiplicada por Ax. Comono
quedo de esa forma, no pude pasar a
la integral; y entonces la dividi en in-

" tervalos iguales yya quedd. Por eso...

All
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, Piensas que’ €s Recesario que aparez-

-cael Ax para pasar a la mteg'acxén‘?

*},Para pasar & la mtegral" Pues si, por

la definicion de mtegral es hecesano
tenerlaAx @ v 7

Dentro de sus explicaciones, 4, llega a obte-
ner una expresién en forma de una de las in-
tegrales de Laplace:

E:

A]'Z

A]-:

A]Z

Air

A

En este problema, el nimero de per-

* sonas est4 dado por una funcién F(z))

y la probabilidad de llegada es G(z)),
y asi para los demas datos. Por lo que
acabas de comentar hace un rato,
(como:calculas la cantidad promedio

de personas -que llega a la-tienda en

un intervalo de tiempo determinado?

Pues hay que multiplicar el nimero

‘de persérias por la frecuencia en ese

tiempo y sumarlo asi: F(7,)G(#;)+
F(t;)G(t;)+... Bueno, en forma com-
pacta, seria Z;, F()G(t,)

(Y si las expresiones que se dan son

~continuas?

Pues hay que pasar a la integral... |
La verdad, no me queda claro c6- |
mo, pero yo cteo que debe quedar
[ F(t)G(t)dt X ’

(Quésonty t?
Si las funciones son continuas, hay
que sagar el promedio en un intervalo

desde 4 hasta ¢

Segin lo que dices, ;cémo se puede
resolver el problema siguiente, donde

la probabilidad es &2

Es..eala j;f F(ne"dt

Y los limités de integracion bpuede ser

‘ cualquler nﬁmem"

Depende de qué queramos Si quie-
ro el promedio nada més entre un
tiempo y otro...
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E: Y para este caso, en que se dice que
es en cualquier instante, ;qué pasa con
los limites de integracion?

A;:  Hay que ponerlos en 0 (%), y este es
el tiempo en el que queremos saber. -

E: ¢ Puede ser infinito?

A,.  Si, yo creo que si, pero quién sabe a
qué tienda.

Observaciones

Como primera observacion general, se encon-
tré que la mayoria dé los participantes enten-
di6 la forma de calcular promedios de datos
no agrupados.

Sin embargo, no se esperaba que los datos
presentados en forma agrupada por la frecuen-
cia absoluta o relativa de cada uno lés causa-
ra dificultades. £

Esto pareciera confirmar las referencias apor-
tadas por Mathews (1996), quien apunta que
muchos estudiantes que terminan en forma
reciente un curso de Probabilidad y Estadis-
tica muestran poca habilidad para calcular
la media aritmética en ausencia de la férmula
respectiva.

En varios casos, se constat6 que los entrevis-
tados tenfan necesidad de sumar un conjunto
de datos divididos entre alguna cantidad, pero
generalmente no la sabfan identificar o se les
complicaba debido a que la divisién serfa
entre una infinidad de datos.

Otro dato importante residié en la diversidad
de notaciones creadas por los. participantes
para modelar el promedio ponderado, como
lo muestra la Tabla 2.

En esta variedad de notaciones no hay que
soslayar el significado de la variable indepen-
diente, ya que juega un papel importante al
pasar de lo discreto a lo continuo (X —> J;

La epistemologia formulada en el estudio se-
flalé que uno de los puntos importantes en Ia
serie X, f(k)¢* es la variable £, ya que deter-
mina la varlable de integracién en la sxtua—
cion continua |, f(x)"dx .

La ultima observacién es el haber percibido
que algunos partlc1pantestuvieron la idea de
que el simbolo de suma t se aplicaen su;na
de datos discretos, y se intercambia por la
integral definida ] cuando las sumas se
aplican sobre cantidades continuas. Para ex-
phcar su procednmento acudieron a la con-
cepclén de 1a integral a través de la sumas de
Riemann. Esto resulta exphcable dado que
en el medlo escolar de Ingenieria las sumas
de Rnemann constituyen el recurso usual para
ensefiar la integral definida.

De esta manera, las respuestas de algunos
participantes pudieron clasificarse en el ni-

" vel trans, ya que en ellas hubo argumentos

para utilizar la integral donde habfa que su-
mar funciones continuas como la base de esos
célculos, asf como algunas explicaciones de
las estructuras que subyacen en el calculo de
promedlos en situaciones donde se utilizé la
integral en vez de las sumatorias infinitas,
estableclendo fos limites de mtegrac:én

i

Nx+Nx +..+Nx + +
Promedio = " "% L Promedio ML
N +N,+..+N, y+m+..
Y 5 (1 ec
Promedi0=l Promedio=§(p0)(ﬁ )
" n

Tabla 2
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Ademais, hubo dificultades sobre el signifi-
cado de los procedimientos cuando se calcu-
16 el promedio con una cantidad finita o
infinita de datos.

Finalmente, segln las situaciones disefia-
das, de alguna manera los participantes
reconstruyeron significados a las integra-

les [/ F(r)e"dr, [2f(e"at, [[tendt y
[7te™dt. Este dato, en un sentido, ofrece
indicadores acerca de la posibilidad de cons-

truir la integral de Laplace a través de las si-
tuaciones exploradas en este trabajo.

INDICADORES PARA (
UNA DESCOMPOSICION
GENETICADELATL

De acuerdo con la eplstemologia formulada
y la exploracién realizada en los cinco pam-
cipantes, aparecen 1nd1cadores para orientar
la descomposwlén genétlca que con51sten en
los conceptos promedio y valor esperaclo, al
igual que de la coordinacién entre ellos, lo
cual posibilite llevar a cabo la siguiente se-
cuencia: : ’

ch')medio“s,ilnple 35 Promed_io de datos —
agrupados

Valorcs esperados —y Valores esperados
discretos continuos

Sin embargo, no debe ser entendida en forma
lineal; depende del eje que ayude a estable-
cer su coordinacion, y aqui pudiera cumplir
tal funcién los tres tipos de procedimientos
que proveyé el anlisis de la exploraci6n:

Uno. La mayoria de los participantes mostré
que podian recordar y aplicar la regla para
calcular el promedio simple

X

x=k=l ,
n

pero si habia la necesidad de agrupar los da-
tos mediante sus frecuencias relativas algu-
nos no sabian cé6mo hacerlo, o bien, si
recordaban la relac1én2x /. la aplicaban,
mas dividiendo la suma’anterior entre alguna’
cantidad.

Dos. El mismo procedimiento se detect6 en
algunos participantes cuando trataron de usar
la expresnéan‘k 7, - Muestra de ello puede
verse en las éxpresiones siguientes:

Promedio = 'Z'(l" ¢ )f ;
Z
Promedio = \
3 Fe G
FG(t) + Fe)Gley+. 2 009
n

Pareciera que, en ambos casos, cada vez que ‘
se accede a la secuencia el conocimiento es |
reorganizado a partir de la regla para el calcu- |
lo de promedios simples. Tal observacién pue-
de implicar que los participantes en realidad
efectian las etapas de construccitn del cono-
cimiento que son mostrados en la Figura 1.

Tres. El uso de la integral en aquellos proble-
mas donde el estudiante tendria que pasar de
la expresion Sx /. a la integral [} xf (x)dx
no resulto6 ser obstéculo para algunos partici-
pantes, puesto que recurrieron a la integral
para resolver problemas de valores esperados
con la idéa de que la integral definida es la
herramienta que permite remediar situacio-
nes donde aparecen funciones continuas,
mientras que las sumas ‘infinitas solucionan
problemas con funciones discretas, aunque la
mayorfa de las veces no supieron explicar
porqué es asi.

Adicionalmente, el analisis de datos indica
que los participantes tuvieron problemas con
las frecuencias relativas. La falta de compre-
si6n de este concepto originé formulaciones
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Promedio-de datos agrupados

Promedio simple

n
Zx,

k-l

erréneas para el calculo de promedios y va-
lores esperados. Por tanto, se debera afladir a
las etapas de las construcciones anteriores una
intermedia entre el promedio simple y los
valores esperados, en la que la frecuencia re-
lativa de los datos se relacione con los pro-
medios (véase Figura 2). '

Esta relacién de construcciones compone una
epistemologia de la integral de Laplace, y
pudiera ser la base de su descomposicién
genética.

Promedio de datos agrupados

EN)

:L_";x, > frecuencias
relativas

Valores esperados continuos

[P ()
[, g(x)f(x)dx

e flx)ax
‘\A\/alores esperados ~ -
dlscretos

Las etapas de construccién pudieran ayudar
a coordinar las construcciones mentales ne-
cesarias para alcanzar un entendimiento de la
integral de Laplace. A continuacién, formu-
lamos las siguientes etapas:

a) Las personas desarrollan un entendimien-
to de los procesos del calculo de prome-
dios simples (datos no agrupados)

b) Se analiza la forma de integrar los datos
para obtener sus frecuencias relativas. Se

Promedio simple Valores
esperados (forma continua)

[2xf (x)ax
[2 g(x)f(x)dx
f ; e"f(x)dx

n Valores esperados (forma
\ dlscreta)

Suf

k=l

Figura 2
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relacionan las frecuencias relativas-conla
probabilidad de ocurrencia de un evento.

c) Se-formulan reglas para calcular prome-
dios de conjuntos finitos de datos pon-
derados por su frecuencia relativa o
probabilidad de ocurrencia.

d) Los procesos anteriores deben ser gene-
ralizados a fin de calcular los promcdlos
de conjuntos infinitos de datas

e) En otro nivel de entendimiento, se debe-
ran asociar los procesos de sumas discre-
tas infinitas de la forma E) S(x)g(x,) en
integrales definidas | f(x)g(x)dx , don-

_ de flx) representa la probablhdad y sise

., particulariza fix)=¢",. spxge [, g(x)e"dx.

Seria tarea para un t;abajo posteraor construlr
una descomposncu&x} genénca basada en la
epistemologia anterior y diseffar su implan-
tacion,

A MANERA DE CONCLUSION

La investigacion se plante6 como objetivo
principal encontrar las ideas y problemas que

dieron origen y significado a la TL y, por ende,

para implantar esa epistemologia a los estu-
diantes se acudio a la teoria APOE.

Pero, por la naturaleza-dé dicho método, la
descomposicidn genética ests eompuesta por

construcciones mentales que ha,een referem-"

ciaaun COncepto matematjco. Esto obliga ¢ a
considerar:como marco de referencia de]
concepto los objetos y las relaciones que &
tablecen. Sin embatgo, de acuerdo con la epis-

temologia formulada en el“éstudio, estos

limites podrian ampliarse debido a que apa-
rece una reconstruccion de significados que,
a priori, no estaba en las definiciones'de la
TL. Se trat6, por tanto, de ver la posibilidad
de construir una descomposicién genética

basada en-esa epistemologia. Y el cuestiona-
miento consisti6 en que las etapas de construc-
cion pudieran ser el eje que ayude a coordinar
las diferentes colecciones de construcciones
mentales que necesariamente se den.

Conforme se avanzé en el estudio episte-
molégico de la integral de Laplace, se llegé a
la suposicién de que uno de los caminos po-
sibles para que un estudiante pueda construirla
o enggndeﬂa seria por medio de algun modelo
cognitivo (de ahi la descomposicion genética),
donde se consideren las sumas infinitas

Zt J, como una de las ideas para construir

las integrales de la forma [’ " f(x)dx .

Bajo tal consideracién, se disefié un conjun-

ta de sltuacjones para explorar los dlferen- |

tes niveles. de desarrollo del conocimiento a
través de la tnada que los participantes lle-
varon a cabo para entender la integral de

Laplace. Se tomo6 a los promedios como e_|e |
para dar significado a un conjunto de cons- |
trucciones que debieran llevar a la integral

mencionada.

En la actualldqd la TL s se ensefla a partlr de
la definici6n integral | f(f)e dt como una
expresion cuya aparicion en el medio escolar
no es explicada, pero en razén de los objeti-
vos de este trabajo se encontraron otras ma-
neras de definir-ésa integral sbbre la base de
sus aspectos epistemoldgicos. Tales motiva-

ciones para la enseflanza podrian partir de

varias ideas, siguiendo los caminos mencio-
nadas en este trabajo (la de los factores inte-
grantes, la de la generalizacion de las series
de potencias a las integrales, la de las solu-
ciones de ecuaciones medlante series y su ge-
neralizacién).

A

#/Habria que pensar si la via para introducir la

integral de Laplace por medio de promedios
y de valores esperados es una buena eleccibn
en términos didacticos, ya que en el sistema

-‘escolar la TL se imparte por primera vez en
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los cursos de Ecuaciones Diferenciales. En
este trabajo se eligié una posible alternativa
para su ensefianza en contextos de probabili-
dad (o estadistica).

Un aspecto relevante que esta investigacion
no considerd directamente.es el estudio
cognitivo acerca de lo que significa pasar de
lo discreto a lo continuo.

También se puede decir que las dificultades
para explicar la integral de Laplace se atribu-
yen a que en el sistema escolar la integracion
es construida solamente por la via de las su-
mas de Riemann. En consecuencia, esto de-
beria sugerir la posibilidad de incluir en el
programa de estudios otras maneras de moti-
var la construccion de la integral definida.
Existen trabajos con este acercamiento. Por
ejemplo, en Czarnocha (1998) se discute dos

maneras distintas en ias que una persona pue-
de llegar a intuir o entender la integral defini-
da (las sumas de Riemann y el principio de
Cavalieri), y a la vez estdn registradas en la
historia como parte de las ideas que llevaron
a la construccion de la integral definida.

Otra tarea mds, posterior a este trabajo, serd
la exploracién del entendimiento de la inte-
gral de Laplace de acuerdo con las construc-
ciones proporcionadas por los factores de
integracion. En la actualidad, existe un traba-
jo, en Hernandez (1998), donde se motiva la
construccién de la integral de Laplace siguien-
do la ruta de los factores integrantes, la cual
consiste en la construccion de la TL bajo el

‘argumento de multiplicar una ecuaci6n dife-

rencial por un-factor exponencial para obte-
ner indirectamente ' una varianté de Ta integral
de Laplace.
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ANEXO
Situacion 1 4

La integral definida: Relaciones entre lo dis-
creto y lo continuo.

Categoria: sumas de productos (promedios)

Concepciones: promedios, frecuencias rela-
tivas, sumas infinitas.

Niveles:

¢ Procesos finitos

*  Procesos inﬁnitos
Nivel 1: Procesos finitos

Observaciones en la entrevista: Se debera
poner atencién a la

» Identificacion de las distintas formas de
representar un mismo problema

1. Calcula el promedio de los nimeros
2,3,4y 5 sise repiten 5, 10,30 y 25
veces, respectivamente.

1.1 Una persona dispone de cierto capital
para invertir. Un analista le propone
invertir en acciones. Tiene una pro-
babilidad de 0.7 de ganar $ 4000, pero
también un 0.3 de perder $1000. De-
termina la cantidad promedio que es-
pera ganar esta persona.

1.2 Da una forfulacién general para el
célculo de promedios. Explicala.

— T

Nivel 2: Procesos infinitos

Observaciones de la entrevista: En este caso,
se deberd identificar en la persona:

* Elusode los operadores ¥ y J, como
formas de sintetizar. procesos de sumas
infinitas ; ~

2. Latablade abajo muestra los tiempos
que dura un cliente.en ser atendido y
la probabilidad de que esto suceda:

(Cémo calcutarias el tiempo promedio
que dura un cliente en ser atendido?

2.1 Se ha encontrado que la probabilidad
de que un foco dure mas de 100 horas
esta dada por f{f) = ¢™. Determina la
duracién esperada de los focos.

2.2 Da una formulacién al problema de
hallar promedios en situaciones como
los anteriores.

Situacién 1B

La integral definida: Relaciones entre lo dis-
creto y lo continuo.

Categorfa: sumas de productos (valores es-
perados)

Concepciones: promedios, frecuencias rela-
tivas, sumas infinitas.

Nivel: Procesos infinitos

Observaciones: Para la entrevista, se tratara
de identificar:

Tiempo

Probabilidad

-€ -€

e -
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* Patrones de comportamiento Determina la forma de calcular la canti-
dad promedio de personas que llega a la
* Explicaciones sobre las posibilidades tienda en un tiempo determinado.
de intercambiar sumas infinitas por inte-
grales 3.1 Laprobabilidad de que un nimero A7)
de personas llegue al mercado es g(f)
3. Enun supermercado se ha determina- = ¢“, donde k es un pardmetro que |
do que el nimero de personas [F(1)], depende de la hora y el dia de la se-
que llega al local en un instante —, mana. Estima la manera de calcularel
en horas— tiene probabilidades dadas niimero promedio de personas que lle-
por la siguiente tabla: ga en cualquier instante.
No. de personas F F F
R U)) () (1) (ta)
Probabilidad G G G
() (t2) () (t8)
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