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Aprendi empiricamente que ésto surgio. que usualmente surge; pero, ;lo dice la propuesta
matemdtica? Aprendi empiricamente que éste es el camino por el que viajé. Pero, jes ése el de
la propuesta matemdtica? ;Qué es lo que dice? ;Qué relacion tiene con estas proposiciones
empiricas? La propuesta matemadtica tiene la dignidad de una regla.

Ludwig Wittgenstein (1967, p. 47¢)

RESUMEN

El siguiente es un trabajo de investigacion histérica que se enfoca en momentos matematicos
especificos donde los métodos, conceptos y definiciones experimentaron profundos cambios. Hay
dos metas principales. Primero, bosquejar la historia del desarrollo de un concepto de exponentes
continuos y segundo, examinar cuidadosamente el escenario epistemologico en el que este desarrollo se
llevé a cabo. Puesto de manera mas simple, qué fue lo que convencio a ciertos matematicos de que sus
conceptos eran viables. No pretende ser una discusion histdérica completa, sino mas bien una serie de
instantaneas. Los detalles matematicos de estos momentos se dan en la medida en que sean necesarios
para entender la epistemologia.

ABSTRACT

The following is a work of historical investigation that focuses on specific mathematical moments
where methods, concepts, and definitions underwent profound changes. There are two main goals. First
to sketch the history of the development of a continuous concept of exponents, and second to examine
carefully he epistemological setting in which these developments took place. Put more simply, what
was it that convinced certain mathematicians that their concepts were viable. It is not, intended to be a
complete historical discussion, but rather a series of illuminating snapshots. The mathematical details of
these moments are provided to the extent necessary for an understanding of the epistemology.

RESUME

11 s" agit iei d'un travail de recherche historique sur des périodes spécifiques de la recherche en
mathématiques, au cours dequelles les méthodes, les concepts et les définitions ont
connu de profonds changements. Nous avons fixé deux objectifs principaux. Premiérement, esquisser
I’histoire du développement, du concept continu des exposants et en deuxiéme lieu, examiner

minutieusement le contexte épistémologique a 1'interieur duquel les développements en ques-
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Exponents: A Study of the Methods and Episternology of John Wallis. Confrey, Dennis (1996). Vol. 6, 33-60.
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tion ont pu se produire. Autrement dit, qu’est-ce qui a pu convraincre un certain nombre de
mathématiciens de la viabilité de leurs concepts? Il ne s’agit pas ici d’entamer une réflexion
historique exhaustive, mais plutdt de présenter une série de photographies de certaines
périodes. Nous n’indiquerons d’éléments mathématiques que lorsque ceuxci pourront
permettre une meilleure compréhension de I’épistémologie.

RESUMO

Este é um trabalho de pesquisa histdrica que € enfocado em momentos matematicos especificos,
onde os métodos, conceitos e defini¢des passaram por profundas mudangas. Ha duas principais
metas: Primeiro, esbogar a histéria do desenvolvimento do conceito continuo de expoentes e
o segundo, examinar cuidadosamente o cenario epistemologico onde desenvolveuse o mesmo.
Colocado de forma mais simple, que foi o que convenceu a alguns matematico de que seus
conceitos eram viaveis, Nao pretende ser uma discusao historica completa, e sim uma serie de
discusdes instantaneas. Os detalhes matematicos desses momentos ocurrem na medida que

sejam necesarios para compreender a epistemologia.

INTRODUCCION

Dentro de un marco constructivista, estudia-
mos las concepciones de los estudiantes para
desarrollar aproximaciones a los conceptos
que hagan uso de las invenciones y del uso
creativo de recursos de los estudiantes. Nuestra
meta es mejorar su entendimiento sobre las
ideas matematicas. Sin embargo, encontramos
que investigadores educados de una manera
tradicional en matematicas, por lo general
fallan al reconocer o legitimar los métodos de
los estudiantes y necesitan ampliar el en-
tendimiento de posibles rutas hacia el desa-
rrollo de una idea (nos, incluimos en esta
descripcidn). La historia ha probado ser ideal
para ésto, debido a que proporciona fuentes
ricas para una conceptualizacion alternativa
y rutas diversas hacia el desarrollo de una idea.
Asi, hemos encontrado que es una fuente
provocativa y estimulante de preparacion para
“escuchar de cerca” la matematica del estu-
diante (Confrey, 1993).

Es mas, la investigacidn histdrica invaria-
blemente va mas alla de su descripcion origi-
nal. Nuestra investigacion historica nos guia
en la construccion de tareas provocadoras
para nuestra entrevistas, Nos lleva a formu-
lar propuestas alternativas para el desarrollo
curricular e instruccional. Y nos da oportu-
nidades para la formacion del profesor: a
través de la exploraciéon de un ejemplo
histérico, podemos ayudar al profesor a pro-
fundizar tanto su conocimiento del contenido
como la perspectiva sobre el mismo. Pero,
quiza, mas que nada, nuestro trabajo histdrico
nos lleva a reconceptualizar nuestras creen-
cias sobre la epistemologia de las matemati-
cas. Nuestro trabajo histdérico afecta nuestra
perspectiva epistemologica, y ésta influye en
la manera en la que nos involucramos ¢ in-
terpretamos la historia, Argumentaremos que
lo ciclico en este argumento no es una debili-
dad sino una necesidad. El trabajo histdrico
sirve para informarnos sobre el presente, pues
muchas de nuestras suposiciones actuales
salen a la luz a través del trabajo histérico,
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Reconocemos que no hay manera en la que
el trabajo historico pueda ser exacto cuando
es reconstruido por los alumnos modernos. Sin
embargo, utilizando los textos originales
(cuando sea posible) y localizando el trabajo
dentro de un contexto socio-cultural e historico
y asumiendo una historia pluralista, pode-
mos intentar entenderla desde la perspectiva
de sus creadores. Los estandares metodologi-
cos aplicados se derivan de un conjunto de su-
posiciones epistemoldgicas que guian todo
nuestro programa de investigacion.

Las amplias suposiciones epistemoldgicas
que subyacen en esta investigacion historica
incluyen las siguientes:

1. Una vision Lakatosiana acerca de que el
desarrollo de las ideas matematicas se ca-
racteriza como una serie de conjeturas y
refutaciones. Lakatos documenta las limi-
taciones de una metodologia formalista
que esconde las conjeturas osadas y en-
mascara los debates y refutaciones para
presentar solo el producto final del tra-
bajo. Tomamos la vision de que las
matematicas son el proceso de proponer,
desarrollar, modificar y revisar las ideas
propias y que la prueba, un criterio nor-
mativo que seifiala la aceptacion comuni-
taria de una idea, representa solo una parte
de ese proceso. Cerca del final de su vida,
Lakatos comienza a describir las matemati-
cas como cuasi-empiricas, con lo cual se
referia a su progreso via un conjunto de
heuristicas. Al entender y concordar con
la preocupacion de Lakatos concerniente
a que las matematicas deben ser vistas
como algo mas que un conjunto de axio-
mas euclidianos, encontramos en el uso del
término “cuasi-empiricas” algo irénico.

Muchas matematicas se desarrollaron como
un medio para describir lo que los cientificos

hacian y, como resultado, no es claro donde
dibujar la linea entre lo cuasi-empirico y lo
empirico. El matematico moderno R. Courant
(1888-1972) escribié acerca de C.F. Gauss
que:

“El(Gauss) nuncasepreocupé de ningiin con-
traste, ni siquiera una linea delgada de de-
marcacion, entre la teoria pura y las
aplicaciones. Sumenteibade las aplicaciones
prdcticas, impavido por el compromiso re-
Querido, a las abstracciones tedricas mds
puras, y de regreso, inspirando e inspirado en
ambos fines. A la luz del ejemplo de Gauss, el
abismo que se abre en el ultimo periodo entre
lasmatemadticaspurasylasaplicadas, aparece
como un simbolo de la limitada capacidad
humana. Paranosotros, actualmente, amedida
que nos sofocamos en la especializacion, el
fenomeno de Gauss sirve como una ex-
hortacion... resulta critico para el futuro de
nuestra ciencia que las matemdticas adopten
este curso, tanto en la investigacion como en
la educacion” (Courant, 1984, p. 132).

2. Como una extension de la vision de
Lakatos, vemoslahistoria delas matemati-
cas como lacoordinaciény el contraste en-
tre diversas formas de representacion. En
la historia, por lo general, uno ve una
forma particular de representacion como
laprimeraparalaexploracion, mientrasque
otra puede formar la base de la compara-
cion para decidir si el resultado es co-
rrecto. La representacion que confirme
debe ser relativamente independiente de,
o contrastante con, la primera repre-
sentacion exploratoria. Debe mostrar con
traste asi como coordinacion para la idea
que se quiere. Por ejemplo, Descartes por
lo general genero sus curvas como un lu-
gar de puntos trazando ciertos movimien-
tos en el plano. El algebra fue utilizada
como medio para describir la curva, y
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como resultado, construyo6 los ejes de ma-
nera conveniente a su descripcion. Los
ejes podian ser perpendiculares u oblicuos
dependiendo de la situacion. Si se ideaba
un argumento de similitud, el eje oblicuo
por lo general era construido de forma
paralela a alguna linea en la construccion:
si se utilizaba el teorema Pitagorico, se
construia un eje perpendicular (Smith, et.
al.; 1992) (Dennis, 1995). Asi, el plano
cartesiano moderno no fue el punto de ini-
cio para el plano de Descartes, sino que fue
generado como una representacion des-
criptiva alternativa. Este sentido se pierde
y se distorsiona en nuestra curricula actual
donde el plano Cartesiano es tratado pre-
dominantemente como un medio para ex-
hibir ecuaciones algebraicas. Esta
tergiversacion historica no es atipica. En
contraste, proponemos el uso de la idea de
una epistemologia de multiples repre-
sentaciones (Confrey, 1992) (Confrey y
Smith, en prensa.). Esta aproximacion nos
lleva a examinar los registros historicos
para documentar tales cuestiones; por ejem-
plo, qué formas de representacion fueron
mas influyentes para un matematico, qué
marcos se utilizaban para la confirmacion.
qué representaciones estaban disponibles
como parte del “conocimiento estandar”
por un periodo de tiempo y cémo el
matematico se movia a lo largo de estas
representaciones para crear, modificar y ex-
tender la actividad matematica. Al leer
este trabajo uno verda como el uso de las
ideas geométricas sobre area y volumen in-
forma acerca del razonamiento que
involucra férmulas algebraicas y como és-
tas son utiles para confirmar conjeturas
audaces concernientes a patrones en tablas.
Estos patrones posteriormente crean una
transicion importante que abre la puerta
para admitir series infinitas en el razo-
namiento matematico. El tejer estas formas

derepresentacioncreaelmarcoquepermite
un pensamiento matematico progresivo.

En contraste con lo que es explicitamente
desarrollado por Lakatos, creemos que el
periodosocio-culturaldeltrabajoejerceuna
influenciasignificativasobresudesarrollo
matematico. Cuando seaposible, dentrode
un registro histérico ligero, nos intro-
duciremos en esa informacion.

Crear una reconstruccion del desarrollo
histdrico de los conceptos matematicos es
una tarea dificil por varias razones. Entre
éstas se incluyen unarelativa faltade acce-
so a los textos originales, la dificultad, en
cuanto a notacion, de interpretar el texto
original tal y como aparece, la tendencia
a encontrar fuentes secundarias que dis-
torsionan el registro historico convirtién-
dolo indiscriminadamente a la notacion o
formas modernas (ver Unguru 1976 para
tales criticas) y a una relativa insuficien-
cia de trabajo historico en matematicas'.

Nuestra tarea, consiste en dar la descrip-
cion del desarrollo de exponentes
racionales. Deseamos entender este de-
sarrollo en un nivel mas profundo que el
desimplemente asumirqueel desarrollode
exponentes racionales fue un problema
de extender un patron numérico y sus
propiedades. Lo que encontramos fue que
la historia revela diferencias en el uso de
ideas sobre potencias, indices y expo-
nentes. Para que un concepto generalizado de
exponentescontinuosfueraaceptadocomo
matematica legitima, primero tuvo que
validarse a través de diversas representa-
ciones: tabla aritmética, geometria y al-
gebra. La historia de la creacion de
exponentes continuos esté fuertemente li-
gada a la evolucién de las nociones de
area,limitederazones,razonesconnimeros

! Para un buen ejemplo, del tipo de trabajo histérico que se requiere ver (Fowler. 1987).
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negativos y funciones continuas en gene-
ral. Sin este amplio contexto, sdlo las po-
tencias enteras positivas eran aceptadas
por toda una generacion de matematicos.

4. Realizamos esta investigacion historica a la
luz de la “conjetura de separacion” (split-
ting conjeture) (Confrey, 1988) (Confrey,
1994). De acuerdo a esta conjetura, Confrey
postula una diferente base cognitiva para
separar versus contar. Sugiere que el fun-
damentar, en las escuelas, la multiplicacion
como una adicion repetida. implica negar
el desarrollo de una idea paralela pero rela-
cionada acerca de reparto equitativo, de re-
produccién, magnificacion, etc. Su mundo
de la separacidn incluye el desarrollo in-
terrelacionado de la razon, similitud, mul-
tiplicacion, division, unidades multiplicativas,
razones y funciones exponenciales. Bajo
esta perspectiva, conducimos nuestra in-
vestigacion histdrica considerando cuida-
dosamente corno el uso de la geometria y la
razén ilumina el desarrollo del pensamiento
matematico, buscando evitar enmascarar
esas distinciones en una descripcion alge-
braica genérica.

FUNDAMENTO HISTORICO

El siguiente es un trabajo de investigacion
historica que se enfoca en momentos matemati-
cos especificos donde los métodos, concep-
tos y definiciones experimentaron profundos
cambios. Hay dos metas principales. Primero,
bosquejar la historia del desarrollo de un con-
cepto de exponentes continuos y segundo,
examinar cuidadosamente el escenario epis-
temoldgico en el que estos desarrollos se lle-
varon a cabo. Puesto de manera mas simple,
qué fue lo que convencio a ciertos matemati-
cos de que sus conceptos eran viables. No
pretende ser una discusion histdrica completa,
sino mas bien una serie de instantaneas. Los

detallesmatematicosdeestosmomentossedan
en la medida en que sean necesarios para en-
tender la epistemologia.

El enfoque principal de este trabajo es sobre
los métodos matematicos de John Wallis
(1606-1703) y en particular, su influyente
trabajo, el Arithmetica infinitorum (Wallis,
1972), publicado por primera vez en 1655.
Aunque no fue la primera persona en sugerir
el uso de exponentes fraccionarios, su trabajo
darazones de peso para su adopcion. Después
de leer a Wallis, el joven Isaac Newton (1642-
1722) se inspird para derivar su serie bino-
minal general (Whiteside, 1961). La serie
binomial fue, a su vez, la herramienta prin-
cipal utilizada por Leonard Euler (1707-1783)
para explorar el mundo de las funciones con-
tinuas incluyendo las exponenciales con base
natural y las logaritmicas (Euler, 1988). El tra-
bajo de estos tres hombres se llevo a cabo en
un escenario empirico sin recursos para prue-
bas logicas formales. Revisaron y volvieron
arevisar diferentes representaciones una con-
traotra hasta que se convencieron de la validez
de sus resultados. Las pruebas formales del
siglo XIX surgieron a partir de estos resulta-
dos pero, por lo general, ocultan los métodos.

Wallis abiertamente evoca una aproximacion
empirica o heuristica a la verdad matematica.
El se convence de la validez de sus matemati-
cas a través de una serie de conjeturas y con
firmaciones. Sus argumentos centrales
dependendeunacoordinaciéon de multiplesre-
presentaciones. Estas incluyen tablas numéri-
cas, dlgebra y geometria. Para Wallis, una
definicion se vuelve razonable cuando emerge
como un patron en una representacion pero que
también puede confirmarseatravés de estarde
acuerdo con otra. El que una idea sea razona-
ble en un escenario nunca fue suficiente para
Wallis. Sus primeras investigaciones, por lo
general, se llevaron a cabo en el escenario de
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sucesiones numéricas y tablas. Después, vi-
sualizaba una confirmacion a través del alge-
bray la geometria.

Wallis practicaba la induccion y, por esta pa-
labra, no se refiere a la induccién matematica
formal, sino a la induccién informal o cien-
tifica. Esto es, €l visualizaba un patrén, veri-
ficaba una serie de ejemplos y después asumia
que su regla era valida en tanto “no encon-
trara una sospecha por la que podria fallar”
(Nunn, 1909-1911, p. 385). Sus contem-
Poraneos Fermat (1601- 1665) y Pascal (1623-
1662) llevaron a cabo pruebas formales por
medio de induccion matematica. Fermat criti-
c6 los métodos de Wallis como sugestivos pero
incompletos. Wallis respondié diciendo que
¢l estaba tratando de desarrollar una teoria de
conocimiento que fuera superior al analisis
logico de resultados conocidos. Afirmé que
Fermat “traté de manera totalmente errada ese
tratado [es decir, el Arithmetical Infinitorum]
el cual no era tanto para mostrar un método
de Demostrar cosas ya conocidas, como para
mostrar una manera de Investigacion o ha-
llazgo de cosas atin desconocidas” (citado en
Nunn, 1909-1911, p. 385). Wallis sentia que
los antiguos matematicos estaban en posesion
de un método asi pero era “cuidadosamente es-
condido” (Nunn, 1909-1911, p. 385) y cu-
bierto por medio del analisis logico.

Wallis estaba preocupado por la accion en lu-
gar de la justificacidn logica. En esto, ¢l era
parte de un movimiento filoséfico general lejos
del pensamiento neoplatonico del Renacimiento
basado en los griegos. En el siglo X VII, los tex-
tos romanos se volvieron mas populares que
los griegos. Los trabajos de Séneca y otros
filosofos estoicos romanos fueron revividos.
El pensamiento romano es, en forma general,
mucho mas practico y empirico que el pen-
samiento griego. El lenguaje claro y directo es
altamente valorado.

Wallis era un experto en muchos lenguajes.
Entre otros, dominaba el latin, griego, hebreo
y probablemente el arabe. Empezo a destacar
durante las guerras civiles en Inglaterra. Ayudé
al Partido Parlamentario a descifrar con rapidez
los mensajes Reales codificados capturados en
1642 (Scott, 1981, p. 6). Este servicio le permitio
conseguir un puesto en Oxford durante el mando
de Oliver Cromwell. Un instinto para los pa-
trones y el lenguaje marca todo su trabajo. Al
leer el trabajo de Wallis se debe considerar
como trabaja un criptografo. No necesita dar
pruebas ldgicas de que su interpretacion sea
correcta, mas bien, cuando una interpretacion
tiene sentido, su trabajo ha finalizado.

Para entender las porciones del trabajo de
Wallis que presentaremos es necesario cono-
cer las formulas polinomiales para la suma de
potencias enteras de los primeros z enteros.
Estas formulas aparecen en el Arithmetica
Infinitorum de Wallis (Wallis, 1972) sin hacer
mencion de donde las obtuvo o de como las
derivd. Los matematicos del siglo X VII rara
vez daban referencias y los historiadores han
especulado sobre las diversas posibles fuentes
de Wallis para estas formulas. Aparecen en
varias fuentes francesas del siglo XVII in-
cluyendo los trabajos de Fermat y Pascal
(Boyer, 1943). Otra posible fuente intere-
sante para Wallis pudo haber sido su lectura
de textos arabes. Wallis leia arabe y estas
formulas aparecen en el trabajo de Abu Ali
al-Hasanibn. al-Haitham (965-1039) conocido
en occidente como Alhazen. Wallis definiti-
vamente tuvo acceso a algunos de los traba-
jos matematicos de Alhazen, pero los
historiadores no han sido capaces de veri-
ficar de manera directa y exacta qué texto
ley6?.

Debido a que el punto central de este trabajo
es el uso de material historico para propdsi-
tos educativos, comenzaremos con una de-

2 Recientemente Victor Katz ha investigado esta cuestion en detalle.
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duccion de las formulas de suma basada en
el texto de Alhazen (Baron, 1969; Edwards,
1979). Este método para derivarlas encaja
muy bien con los conceptos que aparecen en
el Arithmetica Infinitorum, aunque sélo exis-
ta evidencia circunstancial sobre qué fuente
Wallis realmente leyd®. Al discutir el trabajo
de Wallis, nos mantendremos muy de cerca
a la forma y notacion de los trabajos originales.
El trabajo de Alhazen, sin embargo, no se dis-
cutird en su forma original. Los matematicos
arabes no desarrollaron el algebra simbdlica,
por lo que las formulas de Alhazen se escri-
bieron con palabras. Para abreviar, a las deriva-
ciones de Alhazen se les da una forma
algebraica moderna.

Debe hacerse notar aqui que incluso nuestra
presentacion de las derivaciones de Alhazen
son de alguna manera controversiales. Las fi-
guras geométricas que presentaremos en la
siguiente seccidn, no aparecen en los textos
arabicos de Alhazen. Algunos historiadores
(Katz, 1993) han interpretado esta porcion de
un trabajo de Alhazen como puramente arit-
mético, mientras otros (Baron, 1969) han in-
terpretado este trabajo geométricamente,
como lo haremos nosotros. En la era de las
manuscritos escritos a mano, muchos traba-
jos geométricos (incluyendo a Euclides) por
lo general carecian de figuras; contenian en
su lugar, instrucciones para la construccion de
figuras. Uno no puede simplemente confiar
en los escritos para reproducir acertadamente
las figuras. Estas formulas para las sumas
son deducidas al comienzo de un trabajo de
Alhazen que es puramente geométrico (con-
cerniente a los volumenes de los paraboloides)
y, en general, el trabajo de Alhazen es mucho
mas geométrico que el de otros matematicos
arabes de su tiempo. Por estas razones, nos
parece que la interpretacién geométrica que
hace Baron de estas formulas es razonable.

Poniendo de lado estas cuestiones sobre au-
tenticidad histdrica, la principal razén de
haber elegido comenzar con estas deriva
ciones surge de nuestro enfoque educativo. Si
los estudiantes estan por entrar a las interpo-
laciones de tablas de John Wallis y realmente
entienden su significado, deben ser capaces
de entender y aceptar las formulas para las
sumas que ¢l da por sentadas. De todas
las maneras que conocemos para derivar es
tas formulas, esta interpretacion libre del tra-
bajo de Alhazen parece ser la mas apropiada
para nuestros propdsitos educativos, debido
a que produce estas formulas algebraica en-
lazandolasconunarepresentacion geométrica.

FORMULAS DE SUMA DE
ALHAZEN Y POTENCIAS
MAYORES QUE TRES

Alhazen era tanto fisico como matematico. Su
trabajo estaba basado en la tradicién geo-
métrica griega, pero también traté de obtener
resultados empiricos practicos en Optica y as-
tronomia. Los matematicos griegos (con la ex-
cepcion de Diofanto y Herén) no mencionaron
potencias mayores que tres debido a que no
podian ser interpretadas directamente en geo-
metria, es decir, como longitudes, areas o
volimenes, Alhazen queria calcular nuevos
resultados concernientes a areas y volimenes
los cuales involucraban la suma de potencias
mayores que tres. Por ejemplo, calculd el
volumen generado al rotar una parabola so-
breunalinea perpendicular asueje de simetria
(ver figura l). Para un estudiante moderno,
esto involucraria integrar un polinomio de
cuarto grado. Alhazen establecio que el volu-
men es 8/15 del volumen del cilindro cir-
cunscrito. En la tradicion de Eudoxo, €l
establecid las sumas superiores e inferiores
de los cortes cilindricos y después los afind
cada vez mas. Debido a que el radio de cada

* Victor Katz, por ejemplo, se inclina a creer que Wallis obtuvo estas formulas a partir del trabajo de
Faulhaber, pero entonces la pregunta surge en la forma de qué fuente utilizé Faulhaber.
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corte cilindrico cumple con una funcién
cuadratica, las areas forman una potencia cuarta.
La suma de las areas de estas rebanadas in-
volucra la suma de potencias cuartas (Edwards,
1979. p. 85).

/ Eje de|rotacion \

FIGURA 1

Alhazen derivo las férmulas para las sumas
de potencias mayores coordinando una in-
terpretacion geométrica con una repre-
sentacion numérica. El uso que le dio a las
areas para representar potencias terceras y
cuartas, rompid con las estrictas interpreta-
ciones geométricas de la matematica griega.

Su método puede utilizarse para hallar una
formula para la suma de potencias de los,
primeros # enteros para cualquier potencia en-
tera positiva. Su extension del concepto de po-
tencias tenia sentido aritméticamente, pero fue
validada a través de sus derivaciones de
nuevos resultados geométricos.

Alhazen derivo sus féormulas colocando
primero una sucesion de rectdngulos cuyas
areas representan los términos de la suma
(Edwards, 1979, p. 84). Un rectangulo de area
a* se forma utilizando lados de longitud a*!
y a. Después, llena el rectangulo con una se-
rie de tiras entrelazadas (ver figuras 2, 3 y 4
que estdn a escala). Alhazen establecid a
continuacion, el producto de las dimensiones
del rectangulo como igual a la suma de sus
partes rectangulares. Cada una de las formu-
las puede deducirse de la anterior. Las tiras de
la parte superior, sin embargo, involucran una
doblesumatoriasalvoenlaprimeradeduccion.

Para obtener una férmula para la suma de los
primeros n enteros, ver figura 2.

F'y
4
3
n+1 - 4
3
: 2
v 1
< n >
FIGURA 2

n

n(n+l)'-':z:'+i.f
i

(n

| 1 o -
En(n+l)=5n +——n—2:—l+2+3+...+n
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|

Para obtener una férmula para la suma de cuadrados de los primeros # enteros, ver Figura 3.

A
I+2+3+4
1+2+3
n+l 1+2
§2
32
1 22
|2
v
< " >
FIGURA 3
n n n i
]
i n+l)=zr“+z Zk
i=l =l =l k=]
I n n l
2 5 ]
[—ﬂ'+—n}n+l)=2|”+ [—r‘+-—f]
2 2
i= i=1
I 3 2 1 w2 Ixss 11 5 1
—n +n"+—n= 1~ +— 1“"+—|—n"+—n
2 2 . 2 A= 212 2
i=l i=1
1 3.3 5 1 3 2
—n"+—n"+—-n=— )y i
4 4 2

Notar que (1) se utilizé dos veces al obtener (2).

Para obtener una formula para la suma de cubos de los primeros # enteros, ver Figura 4.

1+4+9+ 16
1+4+9

n+l]| 1+4 43

3
1 23 3-
1

« 52 —

FIGURA 4
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I
n n n i
2:2 n+l)=Zl‘+ k>
i=l i=1 i=1 \ k=1
1 3 2 | X 3 o1 2
-t +-nln+)= Y P+ ) | P +=it =i
[3 6 } =] §[3 )
n n
ln"'+~5~m3+—ir:2+-[—m= :]+12i3+
3 6 6 - 3 b=
i=1 i=l
| 3 | 2 1 | 2 1
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3 2 6 6|2 2
n
ln4+—n3+-f—ﬂ2=i ;*
3 12" 3&
3) i,,*.,.lzn-‘.f_,n?: P=1+2"13+ . 4n°

Notar que aqui (2) se utilizé dos veces y (1) se utilizé una vez.

Una férmula para la suma de las primeras » po- cicio para el lector. Este método puede exten-

tencias cuartas puede derivarse continuando
con este método. Primero hay que establecer
una serie de rectangulos cuyos lados horizon-
tales sean los cubos y cuyos lados verticales sean
enteros sucesivos. Llendndolo de tiras y pro-
cediendo de la manera anterior se llega a la
formula deseada, aunque el algebra se vuelve
mas tediosa. Deben utilizarse: las tres formulas
anteriores, Esta derivacion se deja como ejer-

1
1
) 3

2
(2) 3

|
142+3+...4n=—n’+—n

1
2422434 4’ =inPeln

derse para llegar a la formula de la suma de las
primeras »n potencias para cualquier potencia en-
tera. Esteesunesquemageneral recursivopara
las formulas pero en cada etapa no sélo puede
utilizarse una formula, sino varias.

Para referencia futura, he aqui las Formulas
de Alhazen:

1
14 -n

2 6



La creacion de exponentes continuos: un estudio sobre los métodos y la epistemologia de John Wallis

(4) 1442743+ 40t =-n +—n4+—n1——l—n
§ 3 30
Para calcular el volumen de la parabola ro- EL ARITHMETICA
tada en la Figura 1, la sumatoria que se nece- INFINITORUM
sita es: DE JOHN WALLIS

£ is” 2" T30

la cual se obtiene de (2) y (4) sustituyendo y
organizando términos. La formula dentro de
la sumatoria es el cuadrado del radio de cada
rebanada (Edwards, 1979, p. 84).

Debe quedar claro que los resultados sobre
areas y volimenes no fueron dados como
férmulas sino siempre como razones. Esto
se cumple para casi todos los resultados
matematicos hasta el final del siglo XVII.
Por ejemplo, el area de un triangulo es la mi-
tad del area del paralelogramo que lo contiene.
El volumen de una pirdmide es un tercio del
paralelepipedo que lo contiene. El area de un
trozo de parabola es dos tercios del rectangulo
que la contiene. El area de un circulo es n/4
del cuadrado que lo contiene. Estos ejemplos
eran conocidos en el siglo 11 A.C. La razén
de 8/15 de Alhazen es una continuacion de esa
tradicion, pero tuvo que coordinar la geo-
metria y la aritmética de una nueva manera
para hallarla. En el trabajo de John Wallis
veremos una consideracion elaborada de las
razones de las areas utilizada para justificar
su definicion de exponentes fraccionarios y
negativos. El realizo un uso extensivo de esas
sumas y, en la validacion final de sus ideas,
la razon 8/15 de Alhazen aparece en una de
sus tablas.

La yuxtaposicion de las sucesiones aritméti-
cas y geométricas se remonta al menos hasta
Aristoteles. Laideadequeunopudierainsertar
valoresenunatablaasi, utilizando medios arit-
méticos por un lado y medios geométricos por
el otro, también es antigua. El concepto de ex-
ponentes fraccionarios es sugerido de varias
maneras en los trabajos del siglo XIV de
Oresme y en los trabajos de Girard y Stevin
del siglo XVI. (Boyer, 1968. capitulos XIV
y XV). La construccion de tablas de logarit-
mos por Napier y otros, a principios del siglo
XVII, implica la posibilidad de calcular esas
potencias aunque no fue esa la manera como
el propio Napier interpretd su trabajo. Es im-
portante notar que estas primeras discusiones
se llevaron a cabo dentro del mundo de las
tablas numéricas y no habia una coordinacion
total con la geometria. Debido a que la geo-

metriaeraentonceslaformadominantedelas
matematicas, estos primeros trabajos nunca
llevaron al desarrollo o aceptacion de los ex-
ponentes fraccionarios.

La Geometria de René Descarte (Descartes,
1952),publicadaprimeroen 1638, fueel primer
tratado publicado que utiliza exponentes enteros
positivos escritos como superindices. Descartes
vio a los exponentes como un indice para una
multiplicacion repetida. Esto es, él escribio x*
en lugar de xxx. Wallis adopto este uso de un
indice y tratd de extenderlo y probar su validez
a través de multiples representaciones.
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Wallis tom¢6 de Fermat la idea de utilizar una
ecuacion para generar una curva, lo cual con-
trastaba con el trabajo de Descartes, quien
siempre comenzaba con una construccion geo-
métrica. Descartes siempre construy6 una curva
primero geométricamente y después la anali-
zaba para encontrar su ecuacion (Smith, et.
al.; 1992). Fermat independientemente desa-
rrollé una geometria de coordenadas, pero su
aproximacion era mas algebraica (Mahoney,
1973). El comenzo con ecuaciones y después
vio las curvas que generaban. Esta aproxi-
macion es tomada por Wallis. Su tratamiento
de secciones conicas, por ejemplo es muy si-
milar ala de Fermat (Boyer, 1956).

Wallis propone la nocion de indices frac-
cionarios (exponentes) y muestra como esta
nocion puede ser validada tanto en escenarios
algebraicos como geométricos (Wallis, 1972).
La consideracion de areas bajo curvas da a
Wallis una representacion alternativa para va-
lidar su definicion aritmética propuesta sobre
indices fraccionarios. Las definiciones de Wallis
tienen un impacto duradero en las matemati-
cas debido a que él demuestra su viabilidad a
través de multiples representaciones. El en-
contrar estas areas bajo curvas era un viejo pro-
blema que se remontaba a Arquimedes.
Comenzando en el siglo XIV con Oresme, el
problema sobre como hallar el area bajo una
curva se volvié importante debido a que las cur-
vas eran utilizadas para representar las mag-
nitudes de velocidad en el tiempo. El area bajo
una curva representaba, entonces, el cambio to-
tal en cuanto a posicion. Este contexto fue es-
tablecido en el siglo XIV por Oresme en su
Lalitud de las Formas (Calinger, 1982, p, 224).
A principios del siglo X VII, Galileo utilizé
este concepto de manera extensa.

0+1+2 _1
24+2+2 2

0+1+2+3 _
3+3+3+3

La geometria era considerada como la prin-
cipal representacion en matematicas en el
siglo XVII. Esto es evidente en el trabajo de
Barrow y de otros en ese tiempo (Boyer,
1968). La aritmética y el algebra eran con-
sideradas, en el mejor de los casos, como las
formas de lenguaje escrito para la discusion
de la verdad geométrica. Algunos eruditos in-
cluso dudaban si la aritmética y la geometria
pudieran alguna vez hacerse consistentes.
Wallis invierte este orden y considera la arit-
mética como su primera representacion
(Cajori, 1929). Para validar sus resultados
aritméticos, tuvo que mostrar que se some-
ten a las conclusiones geométricas aceptadas.
Para hacer esto, primero obtuvo una serie de
razones aritméticas y después dedujo a par-
tir de ellas muchas de las razones conocidas
de areas y volumenes.

ElArithmeticaInfinitorum (Wallis, 1972) con-
tieneunainvestigacion detalladasobre el com-
portamientodesucesionesyrazonesapartirde
las cuales se obtienen una variedad de resulta-
dosgeométricos. Veremosalgunosdelosejem-
plos mas importantes. Considérese larazon de
la suma de una sucesion (de una potencia fija)
con una serie de términos constantes todos
iguales al valor mas grande que aparece en la
suma. Wallis considera razones de la forma:

0F +1* +2% +.. . +nf

n* +J"li +nk +..,+n*

(5)

Para cada valor entero fijo de &k, Wallis in-
vestigd el comportamiento de estas razones
cuando » se incrementa. Sus investigaciones
son de caracter empirico. Por ejemplo, cuando
k =1, él calcula:

O+1+2+3+4

1 ]
2 4+4+4+4+4 2 ete.
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Cuando 7n se incrementa, esta razon se
mantiene fija en 1/2. Esto puede verse a par-
tir de la bien conocida formula de suma (1)
en una forma factorizada. El numerador
es ”(nzﬂ), mientras que el denominador es

n (n +1). Wallis llama al 1/, 1a razén carac-
teristica del indice k= 1.

Cuando k = 2, Wallis calcula las siguientes ra-
zones:
02+1%7 1 1
— — + —
12412 3 6
0 +12+22 1 |

22422422 3 12

0*+12+22+3> 1 1
324324+3%43%> 3 18

02417 +22 437 +4%
4244244244244 3 24

02 +12 +2%2 +3% +47 + 52 _1.g
52+52 452452452452 3330

Wallis establece que el lado derecho de las
ecuaciones es siempre igual a

1 1

3 6n
Para ver esto, ¢l aplica otra formula de suma,

(2), en una forma factorizada. El numerador
es siempre igual a

éu(n +D(2n+1)

mientras que el denominador es igual a
n? (n+1). Cuando 7 se incrementa, esta razon
se aproxima a 1/3, por lo que Wallis define
entonces la razon caracteristica del indice

k =2 como igual a /5, De manera similar,
calcula las razones caracteristicas de k£ = 3
como !/, y k = 4 como !/5. Entonces hace
unaafirmacion general en torno a que larazén
caracteristica del indice k es - para todos
los enteros positivos .

Entodos estos ejemplos, Wallis comienza con
la sucesioén (0, 1, 2, 3, 4, ...) y después eleva
cada término al indice bajo consideracion.
Wallis asegura, sin embargo, que sus valores
paralasrazonescaracteristicasestanvalidados
para cualquier sucesion aritmética que comience
con cero. El cambiar la diferencia entre los tér-
minos sélo introduciria un multiplo constante
en todos los términos tanto en el numerador
como en el denominador y asi las razones per-
manecerian inalterables. Por ejemplo, la suma
de los cuadrados de cualquier sucesion arit-
mética (que comience con cero) dividida entre
un niimero igual de términos, todos iguales al
0% +22 +4% 467
6% +67+62+67
se seguiria aproximando a 1/3 entre mas tér-
minos se tomen).

término mas grande (ejemplo,

Wallis prosiguid entonces a mostrar que es-
tasrazonescaracteristicasconducenalamayo-
ria de las razones conocidas en geometria
sobreareay volumen. Aquies donde mues-
tra que su aritmética era consistente con las
verdades aceptadas de la geometria. Sus su-
posiciones basicas sobre la naturaleza del
areay volumen fueron tomadas del Geometria
Indivisibilibus Continuorum (1635) de
Cavalieri. El asumid que un area es la suma
de un numero infinito de segmentos de lineas
paralelas* y que un volumen es una suma de
un ntimero infinito de areas paralelas. Wallis
primero considero el area bajo la curva
y = x* (ver figura 5). Queria calcular la
razon del area sombreada con respecto al area
del rectangulo que la encierra.

* Esta concepcion de curva como una serie de segmentos de linea erigidos a lo largo de una linea hace
surgir los términos “abscisa” y “ordenada”, Abscisa en latin significa “lo que se corta” y contiene la
misma raiz que nuestra palabra “tijeras”. Las Ordenadas son las series ordenadas de segmentos de linea
que se erigen a partir de lo que se corta (abscisa). Estos términos fueron inventados por Leibniz.

17
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—
Esta razon caracteristica de x* también mues-
tra que el volumen de una pirdmide es /5 del
paralelepipedo que lo contiene (ver figura 6).
La piramide es la suma de una serie de
o
/.f’ | /
©.0)

FIGURA 5

Wallis establecid que el problema geométrico
es un ejemplo de la razon caracteristica de la
sucesion con indice k. Los términos en el nu-
merador son las longitudes de los segmentos
de linea que forman el 4rea sombreada mien-
tras que los términos en el denominador son
las longitudes de los segmentos de linea que
forman el rectangulo (por consiguiente, cons-
tantes). Debido a que estos cocientes son vali-
dos para cualquier sucesion aritmética, él
imaginoé el incremento o escala como muy pe-
quefio cuando el numero de términos es muy
grande. Asi, por ejemplo, el area bajo una
pardbola es !/5 del 4rea de un rectangulo’. Esta
razén geométrica es exactamente !/; debido
a que el area se forma a partir de un nimero
infinito de segmentos de linea. Debe hacerse
notar que esta razon caracteristica de !/5 se
mantiene para todas las parabolas, no sélo para
y =x% Por ejemplo, si vemos el calculo de la
razon para y = 5x2, tanto el area bajo la curva
como el area del rectangulo estan multipli-
cadas por 5y, entonces, la razén caracteris-
tica de 1/3 se mantiene igual. La razon
caracteristica depende sélo del exponente y
no del coeficiente. Esto es, la razon carac-
teristica no es lineal.

FIGURA 6

cuadrados cuyos lados se estan incrementado
de forma aritmética. El paralelepipedo es una
serie de cuadrados cuyos lados son constantes
ysiempreigualesal cuadradomas grande. Asi,
Wallis ve éste corno otro ejemplo del calculo
de la razon caracteristica para el indice k= 2.
Lo mismo es cierto para la razoén de un cono
con respecto al cilindro que lo contiene. Aqui
todos los términos, tanto del numerador como
del denominador son multiplicados Por 7.

Estos resultados geométricos no eran nuevos.
Fermat, Roberval. Cavalieri y Pascal, habian
hecho esta declaracion acerca de que cuando
k es un entero positivo, el area bajo la curva

y =x* guardaba una proporcion de ]ﬁres-
pecto al rectangulo que lo contiene (Edwards.
1979. Capitulo 4), Pascal habia dado una prueba
de induccion formal para este resultado. Wallis,

5 El lector escéptico puede fijar el intervalo de 0 a M y después hacer que n + 1 sea el numero de
subintervalos de igual tamafio. Se establece la suma inferior de Riemann dividida por el area del
rectangulo. Cancelando los factores comunes se llega a (5). Las sumas de Riemann, sin embargo, se
basan en sumas de areas de rectangulos y esta no era la concepcion de Wallis sobre area.

18
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sin embargo, asegura que si definimos el indice
de \x como 1/, la afirmacién sigue siendo
verdadera, Debido a que el 4rea bajo la curva
y= \x es el complemento del area bajo y = x 2
(es decir, el area no sombreada de la figura 5),
debe tener una razon caracteristica de

. 3
Lo mismo puede verse paray = Vx cuya
razon caracteristica debe ser

3

L
l+1
3

Fue esta coordinacion de dos representaciones

separadas lo que dio a Wallis la confianza de afir-

mar que el indice apropiado y = \x? debe

ser ”/q y que la razdn caracteristica debe ser
1

P4

q

Wallis continué afirmando que esto era cierto in-
cluso cuando el indice es irracional. Analiz6 un
ejemplo asi, cuando el indice es igual a V3.

En muchos casos, Wallis no tenia manera de
verificar directamente la razon caracteristica
de un indice, por ejemplo: y = A Aqui,
invoca el principio de “interpolacion”. El
acufld este término de la raiz latina “pulir”.
Afirmé que cuando uno puede discernir un pa-
tron de cualquier tipo en una sucesion de
ejemplos, uno tiene el derecho de aplicar ese
patrén para cualesquiera valores intermedios,
si es posible. Esto es decir que uno puede in-
tentar siempre pulir en medio. Nunn (1909-
1911) llama a esto el principio de continuidad,
y establece que este es un gran paso hacia el

desarrollo de la teoria de funciones continuas.
Su influencia en Newton fue profunda,

Wallis fue algo audaz con este principio de
interterpolacion, pero siempre busco alguna
manera de verificar de dos modos sus conje-
turasdepatronesatravés deunainterpretacion
fuera de su representacion original. Esta con-
firmacidn a través y a lo largo de representa-
ciones es lo que hace que sus interpolaciones
sean tan imponentes. El traté de construir
una teoria continua que conectara las tres pe-
quenas islas de verdad aceptadas. Con esto en
mente, veamos una seccion subsecuente del
Arithmetica Infinitorum, que contiene su in-
terpolacion mas famosa.

(Coémo podemos determinar la razon carac-
teristica del circulo?. Esta es la pregunta que
motivo a Wallis a estudiar una familia particu-
lar de curvas a partir de la cual pudiera inter-
polarse el valor para el circulo. Escribio la
ecuacion el circulo de radio r como
y = \r2=x? y la consider6 en el primer cua-
drante. El queria determinar la proporcion de
esta area con el del cuadrado de » por » que la
contiene. Por supuesto, sabia que estarazon es
n/4, a partir de varias construcciones
geométricas que se remontan a Arquimedes,
peroél queriaprobarsuteoriadel indice, razon
caracteristicaeinterpolacionllegandoaestere-
sultado de una nueva manera. Esto daria una
comprobacion de la teoria a través de la coor-
dinacion de representaciones.

La ecuacion del circulo no se somete a los méto-
dos que ¢l habia desarrollado hasta aqui.
Cualquierestudiante de calculo confrontaesto
cuando encuentra que la regla general de potencia
no integra el circulo. Wallis buscé una familia
de ecuaciones en la que pudiera incluir la
cuaciondelcirculo.Considerdlafamiliadecur-
vas definidas por las ecuaciones y = (/r-9x)?

19
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Esta familia es binomial, simétrica e incluye
la ecuacidn de un circulo como un caso es-

pecial (p = g = 1/,)°.

La figura 7 muestra las graficas de las ecua-
ciones de Wallis en el cuadrado unitario

(r=1)parap= 1/2, qg=0, 1/2, I, 3/2,... ,5 y para
q= 1/2,p =0, 1/2, 1, 3/2..., 5.Lalineay=x se
ha afiadido para desplegar la simetria.

Si p y ¢ son enteros, él sabia que expandiendo
y=("r-9x) p y utilizando su regla para
razones caracteristicas, podria determinar
la razon para estas curvas. La figura 8 mues-
tra esto como la proporcion del area som-
breada con el rectangulo que la encierra,

L p:]i’?..l.]:l-l’z
= p:l.q:”:
.- p=¥2.q=112

Lop=Lg= 112
'__,.p:5l2.q=h‘2

FIGURA 7
todas estas curvas pasan por (r, 0) y que la al-
tura del rectangulo es 2

47|

r:(ar—' 1)r

.0) FIGURAS (r0)

1 1
¢ La simetria de esta familia de curvas puede verse reescribiendo las ecuaciones en la forma x?, + y? = r».

El circulo puede verse como el caso cuando
p= 1/2 y q= 1/2. , Notese que Wallis esta
interpretando A como x2. El también
permite que p 6 g sean cero. Interpreta x°
como 1 basandose en su regla de razdn carac-
teristica. Debido a que y = x° debe tener una
razon caracteristica de 1, debe ser una linea
horizontal. Debido a que 1 elevado a cualquier
potencia es 1, esta linea horizontal debe es-
tar a la altura de 1.

Wallis calculd entonces la razéon caracteris-
tica cuando p y ¢ son ambos enteros. Por
ejemplo, si p = g = 2, entonces:

y=(r-x)P=r2rxtx

y debe tener también la razon caracteristica de

2 1
1-H. 5.
i3%3

1
6
Pueden notarse varias cosas acerca de este
calculo. Primero, Wallis utilizé la sucesion
de valoresde x : {0, 1, 2. 3, ..., } y después
permitio que r se incrementara. Asumio que
el célculo era valido para cualquier suce-
sién aritmética. Asi, su razén caracteristica
es independiente del valor de r’. Esto lo
confirmé empiricamente calculando nu-
merosos ejemplos, Segundo, al observar el
término de enmedio, puede parecer a primera
vista que debido a que la razon caracteris-
tica de \x es 2/3, el -2 aparece para seguir
en un modo lineal. Pero, como hemos dicho
anteriormente, las razones caracteristicas no
son lineales. La razon caracteristica de 2\x
sigue siendo 2/3, Sin embargo, en este caso
el calculo es valido debido a que el maximo
valor de la curva total esta determinado por
el término constante . Debido a que todos

1

Elinvertir x & y tiene un efecto similar al de invertir p y g. Esta forma también despliega su relacion con

la ecuacion del circulo en la forma x?+ y? = r2.

7 Uno puede considerar a “r
impuesto seglin una curva preexistente.

20
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los valores en el denominador son 7, el coe-
ficiente del término de enmedio no se fac-
toriza en el denominador y por lo tanto, no
se cancela.

Después de calcular las razones caracteristi-
cas cuando p y ¢ son enteros, Wallis notd
que todas eran fracciones unitarias y que los
denominadores eran los nimeros binomiales.
Estos nimeros han sido conocidos desde
tiempos remotos y recién fueron sido discu-
tidos por Pascal y otros en el siglo XVII.
Wallis invirtié después estas razones para
que se convirtieran en enteros ¢ hizo una
tabla con ellos. La Tabla I registra la razon
del rectangulo con respecto al area sombreada
(ver figura 8) para cada una de las curvas

En este punto, Wallis abandoné temporal-
mente tanto las representaciones geométricas
como algebraicas y comenzo a trabajar sola-
mente en la representacion en tabla. La pre-
gunta se convirtio entonces en, (cOMO uno
interpola los valores faltantes en esta tabla?®

Wallis prosiguié de la siguiente manera.
Primero trabajo sobre las filas con valores en-
teros de g. Cuando ¢ = 0., vemos el valor
constante 1, por lo que la llenamos con unos.
Cuando ¢ = 1, vemos una progresion arit-
mética, por lo que la llenamos con medias
aritméticas. En la fila ¢ = 2 tenemos niimeros
triangulares que son la suma de los enteros
de la fila ¢ = 1. Asi, podemos utilizar la
féormula de la suma de enteros consecutivos,

y=(r-mx)". Sts
2
p= 0 + 1 4 2 3 3 L 4
2 2 2 2
0 I I 1 1
L
2
Lo 2 3 4 5
3
2
21 3 6 10 IS
hE
2
30 4 10 20 35
1
2
4 5 15 35 70
TABLA 1

$ En este punto, el lector quiza desee intentar sus propios célculos para completarla tabla. Si estas ideas

se van a utilizar con estudiantes, esto puede generar una discusion fascinante.

21



Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa

donde s = p + 1. Esta formula aparece en el
margen de su tabla. El poner los valores in-
termedios en esta formula, nos permite com-
pletar la fila ¢ = 2. Por ejemplo, haciendo

s =3/, con esta formula se obtiene 13/g, la cual
se convierte en la entrada donde p = 1/2 y q=2.

Los nimeros en la fila q = 3 son los nimeros
piramidales, cada uno de los cuales es la suma
de los enteros en la fila q = 2. Asi, la formula
apropiada se encuentra sumando la formula de
la fila ¢ = 2. Aplicando las primeras dos
formulas de Alhazen y después acomodando
los términos, Wallis obtuvo

;g (r’l+f):

la cual aparece en el margen de su fila g = 3.
Haciendo s = 3/2, por ejemplo, se obtiene

]
st #3500 4 2s
6

1 i

105, 43 que es la entrada de la tabla donde

p=1/2 y ¢g=3(denuevos=p+1).

De manera similar, Wallis sumo la formula
cubica anterior para obtener una formula para
la fila ¢ = 4. Utilizando las primeras tres
formulas de Alhazen y después organizando
términos, obtenemos

s*+653 + 11s? + 65
24

Este procedimiento completa las filas donde
g es un entero, aplicando las formulas a los va-
lores intermedios. Debido a que la tabla es
simétrica, esto también nos permite llenarla con
las columnas correspondientes cuando p sea
un entero. Wallis cred posteriormente una
tabla con sus formulas para interpolacion es-
critas al margen (ver Tabla 2)°.

p= 0 1 2 3 4
2 2 2 2
q-
Q0 ] 1 1 i 1 1 1 | 1 1
] | k] 15 10% w5
2 e 2 - ] - ‘___'_‘CR_ 84 =
3 5 7 9
I 1 2 3 4 5 5
2 2 i 1 2
3 ; 5 18 s 1465
2 i4 % . 4% W
15 15 61 99 2
2 1 3 6 : 10 15 222
H 8 ¥ 8 2
5 i 7 63 693 L]
2 2 B . L
108 s 693 1287 PR}
3 1 =" 4 10 20 = 38 ol
m ax a8 a8 6
7 | 9 % 1297 19305
2 2 8 48 384
4 1 2
M 3465 9009 19308 e (L CNE )
4 1 15 — s 70 u
84 17 184 384
TABLA 2

° Para ver la tabla original de Wallis, ver Wallis (1972, p, 458) 6 Struik (1969, p. 252).
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la regla mas familiar para la formacion
de una tabla binomial nos dice que cada
entrada debe ser la suma de otros dos, una
de las cuales aparece dos espacios arriba y
la otra, dos espacios a la izquierda. Uno
puede verificar ahora que los nuevos valores
interpolados también siguen esta regla de

formacion. Nétese que el 15/8 ocurre en el
lugarp =2, g = 1/2. El area bajo esta curva
envuelve exactamente la misma suma
que aparece en el cdlculo del volumen del

paraboloide de Alhazen y la interpolacion es
consistente con el resultado de Alhazen.

Con estas entradas ahora en su lugar, Wallis

. . 1
vuelve su atencion a la fila ¢ = /,. Cada
una de las entradas que ahora aparecen
son calculadas utilizando cada una de las

formulas sucesivas de interpolacién que
aparecen en los margenes. Cada una de estas
formulas tiene un grado algebraico mas alto.
(Qué patrones existen en la formacion de
estos numeros que nos permitan interpolar
entre ellos para hallar las entradas faltantes?'
Recuérdese que la primera entrada faltante es
q=p= 1/2 (es decir, la proporcién del
cuadrado con el area del cuarto de circulo)
y también, si nuestras manipulaciones de la
tabla tienen que ser validadas de nuevo en la
representacion geométrica, este valor debe
ser 4/m.

Al principio, Wallis intento llenar esta fila
con promedios aritméticos. El promedio
de 1y 3/, es 3/, Pero si */ es igual a %/,
entonces © = 3.2 lo cual no es muy correcto.
Si se intenta un promedio geométrico, el valor

para se hace mas grande (aproximadamente
3.266).

Wallis observé ahora que cada uno de los nu-
meradores en estas fracciones es el producto
de enteros impares consecutivos, mientras
que cada uno de los denominadores, es el pro-
ducto de enteros consecutivos pares. Esto es,

15_35 105 _3-5-7
8 2.4 48 2-4-6
945 _3:5-7.9

y 384 2.4.68

Aqui, para mover dos entradas hacia la derecha

en esta fila, uno multiplica por ;, 1 Para las

entradas hasta aqui, » siempre es impar. Por
lo que Wallis asumié que para ir de una
entrada faltante a la siguiente, uno debia
seguir multiplicando por ;7. 1, pero esta vez,
n tendria que ser un nimero par intermedio.
Denotando la primera entrada faltante por
QU entonces la siguiente entrada faltante
seria 4/3 Q, y la siguiente seria

ii_ﬁQ: _Q yla queslgue g0 R;z ﬁsz.
3.5 357 a5
1 3 15 105 945 [
! ete. Lafila ¢ = — senia:
2 2 8 48 384 2
1 3 4 15 8 105 64 945
1 Q Q2 Q Q
2 2 3 8 5 48 s 384

1 De nuevo, retarnos al lector a detenerse y tratar por si mismo de llenar las entradas faltantes.

" Wallis utilizé un pequeiio cuadrado para denotar la entrada faltante.
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La columna p = 1/2 puede ahora llenarse
por simetria. La fila ¢ = 3/ , tiene un patron si-
milar (esto es, productos de impares consecu-
tivos sobre pares consecutivos) pero ahi las
entradas a dos espacios hacia la derecha es-

tan siempre multiplicadas por . Uno

puede verificar de dos maneras, corno Wallis
lo hizo, que esta ley de formacion concuerda
con la ley usual para la formacién de bino-
miales, esto es, cada entrada es la suma de las
entradas dos arriba y dos a la izquierda.
Llenando el resto de las entradas de esta ma-
nera, resulta la Tabla 3.

1 ] 5 7
p= 0 | 2 3 4
2 2 2 2
g=
0 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1
1 i 4 15 H 105 64 945
1 [} Q 2 Q
b4 2 3l L] 5 4K 35 184
3 4 7 9
1 1 1 3 4 5 §
1____ 1 o 2 2
3 4 5 ] 35 s 128 2465
] {2 ==L} - ==L -
2 1 2 3 H 15 AN 21 B4
2
I5 15 63 99
2 | S 6 10 15 el
] 8 8 8 2
s ] 7 64 63 124 693 512 00y
- 1 4 =4 =% ;i -
2 5 2 15 8 15 48 15 384
3 4
105 153 693 1287 2 43+ 2
3 1 4 10 20 - s
48 4R 4K 48 6
0
7 9 128 9 512 1287 1924 (19308
= 1 - - a Q 15
2 15 2 21 8 15 48 184
945 465 9009 19305 Qi andee
q 1 5 - —_— kL3 — 70 s —
IR4 R4 A4 384 24
TABLA 3

La tabla esta ahora completa excepto por
la determinacion del valor de Q. Uno puede
intentar pensar que ya esta, debido a que
conocemos a partir de consideraciones geo-
métricas que Q debe ser igual a 4/n. Wallis
ya sabia de Arquimedes una manera para
evaluar m inscribiendo poligonos en el
circulo, Este antiguo método para calcular
n lleva, algebraicamente, a la serie de raices
cuadradas anidadas, obtenida cada una du-

plicando el nimero de lados en el poligono.
Utilizar este resultado geométrico en este
punto, sin embargo, podria violar todo el
programa de Wallis. El tenia que hallar una
manera para calcular Q utilizando el princi-
pio de interpolacion para que pudiera veri-
ficar este valor con el conocido a partir de
la geometria. Solo de esta manera podria
crear un experimento critico capaz de pro-
bar y validar su método de interpolacion'.

12 EI filésofo Thomas Hobbes llama al trabajo de Wallis como una “picardia de simbolos”, Hobbes no
ve razén por la cual los resultado del algebra tengan que ser consistentes con los de la geometria. La
respuesta de Wallis a estos comentarios fue desconcertante para el fildsofo Hobbes (Cajori. 1913).
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Asi que, se regresa de nuevo a la fila g = 1/2
donde, moviendo dos espacios hacia la
derecha a partir de la n-ésima entrada, se
multiplica esa entrada por ;5. Wallis not6
que, a medida que » se incrementa, la frac-

cion ;"5 se acerca cada vez més a 1.

Asi, el mimero, dos espacios a la derecha, debe
cambiar muy poco cuando continuamos con
la sucesion. Esto es cierto en las fracciones
calculadas asi como en los multiplos de Q
Wallis argument6 que dado que toda la suce-
sidon es mondtona creciente, entonces los tér-
minos consecutivos deben también acercarse
uno al otro a medida que avanzamos. Asi,
cuando al construir estos términos, deberiamos
tener que:

4:6:8:10.... 3.57-9-..
3.579... 2:4.68-...

3:3557-7-99...
2:4:4.6:6-8-8-10..

Debido a que Q debe ser igual a 4/m, las in-
terpolaciones de Wallis se justifican dado
que:

2:2:4-4.6:6-8-8-...
=2
L3-3:5-5-TF- 9.

Si uno calcula este producto infinito, con-
verge a 7. Esto es, concuerda con los resulta-
dos de Arquimedes y otros que anteriormente
habian calculado m mediante una repre-
sentacion geométrica. Esta ultima coordi-
nacion de representaciones multiples fue lo
que le confirmé a Wallis la viabilidad de su
principio de interpolacion. Esta fue una ma-

neratotalmente nuevaparacalculary se volvid
famosa. Se menciona con regularidad en li-
bros modernos de analisis y se discuten sus
conexiones con otros topicos, pero rara vez
alguien menciona su significado episte-
moldgico. Este calculo es un experimento
empirico critico que confirma la consistencia
de la geometria y la aritmética. Esto, como
Wallis diria, ha sido “estudiosamente conci-
liado” por medio del analisis 16gico. Wallis
queria que su trabajo transmitiera la utilidad
de métodos empiricos en la investigacion
dentro de las matematicas. Ver este resultado
solo como una nueva manera para calcular ©
es “errar totalmente el disefio del tratado”
(Nunn, 1909-1911, p. 385).

Los métodos empiricos de Wallis llevaron al
joven Isaac Newton a su primera creacion
matematica profunda: la expansion de las
funciones en series binomiales (Whiteside,
1961). El lector interesado deberd leer las
anotaciones de Newton a Wallis contenidas en
sus primeras notas para ver qué tanto este
método de interpolacion se convierte para
Newton en labase de sunocion de continuidad
(Newton, 1967). Newton generaliza los méto-
dos de Wallis, pero por varias generaciones,
la epistemologia utilizada por Wallis per-
I[manece siendo la fuerza dominante en
matematicas. Las investigaciones eclaboradas
por Euler en el siglo XVIII, las cuales in-
cluyen expansiones de series sobre nimeros
complejos y la solucién de muchas ecua-
ciones diferenciales, permanecen, sin em-
bargo, enraizadas en una epistemologia
empiricaderepresentaciones multiples(Euler,
1988).

CONCLUSIONES

Los métodos de investigaciones bosquejados
en este trabajo han sido bastante depurados
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en nuestro curriculum matematico. Estos re-
sultados matematicos son ahora presentados
a los estudiantes en un escenario légico for-
mal que surgio en los siglos XIX y XX. Son
presentados como algo hecho, un objeto ter-
minado. Practicamente no queda ninglin sen-
tido de la actividad de investigacion. Tanto
para los especialistas en matematicas como
para los no especialistas, este tipo de pre-
sentacion es la dominante en nuestros sa-
lones de clase.

La practica de la conjetura por analogia y el
uso de la induccion informal, combinada con
la coordinacién de representaciones multi-
ples, vigorizara nuestras practicas de en-
sefianza. Para los no especialistas, muchos
métodos practicos de razonamiento
matematico son totalmente encubiertos. Asi
que, muchos resultados en matematicas
pueden ser presentados mucho antes y en un
contexto mucho mas simple si los métodos
empiricos fueran fomentados. Incluso para el
estudiante que elige especializarse en
matematicas, la mayor parte del proceso de
invencion nunca se destaca, aunque mucho del
trabajo de un matematico profesional se lleva
a cabo de esta manera.

La disponibilidad de calculadoras y compu-
tadoras hacen posible, para muchos, ocuparse
de especulaciones empiricas. Mas atin, mucho

de lo mas interesante del area de la investi-
gacion moderna en matematicas se lleva a
cabo como experimentos de computadora. La
geometria fractal desarrollada por Mandelbrot
y otros es un buen ejemplo. Han sido constru-
idas nuevas imagenes sorprendentes que in-
volucran poco analisis formal. Estos métodos
empiricos han sido ahora aplicados profun-
damente en biologia. Recientemente, algo de
la investigacién matematica mas original ha
provenido del exterior a los departamentos
de matematicas.

En resumen, diremos que es mas bien la
accion matematica que el resultado lo que
conlleva de manera mas profunda al sig-
nificado. En la construccion de un esce-
nario matematico es donde estas acciones
pueden verificarse a través de diferentes
representaciones que producen confianza
en la viabilidad de un método. El en-
tendimiento del método es lo que fortalece
a los estudiantes. El analisis logico puede
ser muy bonito y satisfactorio a su manera,
pero es como una arafia tejiendo su telarafia
en el castillo de las matematicas. El peligro
es que después de un tiempo, uno comience
a creer que las telarafias sostendran el
castillo”®. Los estudiantes expuestos solo a
una curricula tradicional, sobretodo formal,
estan especialmente propensos a este peli-
gro.

13 “Los desarrollos en este siglo orientados hacia las bases de las matematicas se sintetizan mejoren
una historia.” En la ribera del Rhin, se erigia un hermoso castillo desde hacia siglos. En el sotano del
castillo, una intricada red de telarafias habia sido construida por dos arafias trabajadoras que vivian ahi.
Un dia, un fuerte viento comenz6 a soplar y derribd la telarafia. Las arafias frenéticamente trabajaron
en la reparacion del daflo. Pensaron que era su telarafia lo que sostenia al castillo” (de Morris Kline en

Mathematics, la Pérdida de la Certeza, p. 277).
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APENDICE
Exponentes Negativos y Razones

Por lo general, hallamos interesante examinar
algunas de la ideas en matematicas que no han
obtenido aceptacion general. La consideracion
seria de estas concepciones alternativas puede
enriquecer nuestro pensamiento y nuestra prac-
tica educativa al tratar de entender las con-
cepciones de los estudiantes. La siguiente
revision del uso que da Wallis a los valores ne-
gativos dentro de su teoria de indice y razon
es un buen ejemplo.

Wallis interpreta a los nimeros negativos
como exponentes de la misma manera que lo

hacemos nosotros. Esto es, define el indice de
l/x como - 1, el indice de l/x2 como -2, etc.
También extiende esta definicidn a las frac-
ciones: por ejemplo, 1/\/7 tiene un indice de —/ 2
Después establece que la relacion entre el
indice y la razon caracteristica sigue siendo
valida para esos indices negativos, Esto es
si k es un indice entoncesﬁ es la razon
del area sombreada bajo la curva hasta el
rectangulo (ver figura 9). En el caso de un
indice negativo, esta drea sombreada no es
acotada. Esto no impide que Wallis genera-
lice su afirmacion.

FIGURA 9

Cuando k = -1/2, la razon caracteristica debe ser

I
[

+1

ra -

Este valor es indudablemente correcto de-
bido a que el area no acotada bajo la curva
y= ]/\/; converge al doble del area del rec-

30

tangulo. Esto es cierto no importa qué punto
final a la derecha se elija.

Cuando k = -1, la razdn caracteristica debe ser

1 1

= — =00

-1+1 0

(Wallis introdujo este simbolo para infinito en
las matematicas). Wallis acepté este cociente
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como razonable debido a que el area bajo la
curvay = l/x diverge. Esto puede verse a partir

de la divergencia de las series armdnicas

1 1 1
I+=+=+—+:-=00
2 3 4

que han sido conocidas al menos desde el
siglo XIV (Boyer, 1968, capitulo XIV)

Cuando k = -2, la razdn caracteristica debe

ser
1 ]

—-2+1 =—71

Aqui, la concepcion de Wallis sobre la razon
difiere de nuestra aritmética moderna de
ntmeros negativos, El no cree que 1/_1 =-1

Mas bien, ¢l se queda con su epistemologia
de representaciones multiples. Debido a que
el area sombreada bajo la curva y = 1/x2 es
mas grande que el area bajo la curvay = l/x
concluye que la razén 1/_1 es mayor que in-
finito (“ratio plusquam infinita”). (Nunn,
1909-1911, p. 355). Prosigue concluyendo
que l/_2 es incluso mas grande. Esto explica
el plural en el titulo de su tratado Arithmetica
Infinitorum. La traduccion mas adecuada seria
La Aritmética de los Infinitos.

La mayoria de los historiadores sobre
matematicas pasan ligeramente sobre este
concepto si es que acaso lo llegan a men-
cionar. Aquéllos que si lo hacen rapidamente,
citan los comentarios del matematico francés
Varignon (1654-1722) quien sefiald que si se

introduce el signo menos en larazon, entonces
se obtiene la razén correcta del area no som-
breada bajo la curva con respecto al area del
rectangulo. Esto fue el comienzo de la idea de
que los nimeros negativos pueden ser vistos
como complementos o inversion de la de di-
reccion.

Nosotros, sin embargo, encontramos que vale
la pena ponderar la concepcion original de
Wallis. (De qué manera tiene sentido con-
siderar larazén de un nimero positivo con res-
pecto a uno negativo como mayor a infinito?
En la interpretacion del area de la figura 9,
podemos ver estos diferentes infinitos como
tasas cada vez mayores de divergencia. Tales
visiones por lo general son las que se toman
en matematicas. El drea bajo y = 1/x3 diverge

mas rapido que el area bajoy = ]/x2~

Consideremos una situacion incluso mas sim-
ple. Si yo tengo un doélar y ti tienes 50 cen-
tavos, entonces decimos que yo tengo el doble
de dinero que tu. Si yo tengo un doélar y ta
tienes 10 centavos, entonces decimos que yo
tengo diez veces el dinero que tienes ta. Si
yo tengo un dolar y tu no tienes nada, en-
tonces podemos decir que yo tengo infinita-
mente mas dinero que tu. Muchos, matematicos
aceptan este enunciado. Ahora, si yo tengo un
dodlar y tu estas en deuda, ;no diriamos que la
razon de mi dinero con respecto al tuyo es in-
cluso mas grande que el infinito? Esto nos

parece una cuestion digna de tomarse en
cuenta.
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