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EDITORIAL

LA REVISION COMO DIALOGO.
UNA PIEZA CLAVE PARA EL CRECIMIENTO
COLECTIVO EN LA COMUNICACION CIENTIFICA

REVIEW AS DIALOGUE. A KEY FOR COLLECTIVE
GROWTH IN SCIENTIFIC COMMUNICATION

GISELA MONTIEL-ESPINOSA

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México

En la Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa
(Relime) se adopto la evaluacion por pares doble ciego desde su creacion, el
modelo donde se conserva el anonimato tanto de evaluadores como de autores.
A pesar del debate en torno a la evaluacion por pares en general, el anonimato
de la autoria en el modelo doble ciego pudo haber favorecido la participacion de,
por ejemplo, mujeres y minorias en la investigacion cientifica en el mundo (ver la
reflexion que plantea Darling, 2014), a proposito de los sesgos hacia el prestigio
de autores y de instituciones, asi como a ciertas nacionalidades e idiomas, que
se reportaron en diversos estudios al aceptar los articulos cuando es conocida la
autoria (ver la revision de Tennant et al., 2017).

Y es que por mas que se le considere el estandar de oro en la comunicacion
cientifica, la revision por pares es una creacion humana que vamos adaptando
y modificando en la comunidad académica segun paradigmas, innovaciones
tecnologicas y necesidades disciplinares y regionales —todos estos, factores de
naturaleza humana también—. “La revision por pares es el proceso por el que un
trabajo de investigacion cientifica es evaluado por otros colegas, debidamente
cualificados y capaces de juzgarlo en términos de originalidad, solidez
e importancia” (COPE, 2017, p. 1, traduccion propia), pero para que ésta logre
cumplir tal estandar debe haber compromisos y participacion de todas las partes

Montiel-Espinosa, G. (2023). La revision como dialogo. Una pieza clave para el crecimiento colectivo en la comunicacion
cientifica. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa 26(1), 5-12. https://doi.org/10.12802/
BY _NC relime.23.2610
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6 G. MONTIEL-ESPINOSA

involucradas en el proceso editorial: revisores, autores y editores; aunque el
término nos lleve a interpretar que la responsabilidad recae solo en las y los
revisores.

La revision por pares es en realidad un didlogo que ha sufrido las peripecias
propias de la vida académica en una sociedad que debe darle un valor a la
actividad cientifica. A inicios del siglo XIX la “revision por pares” consistia en
una conversacion entre autores y editores, es hasta las décadas post-Segunda
Guerra Mundial, cuando el desarrollo de la economia moderna del prestigio
académico se baso6 en la calidad o excelencia que proporcionaba la publicacion
en revistas cientificas, que la evaluacion por pares aquiere el formato tradiconal
que se conoce hasta hoy dia y se convierte en el mecanismo para legitimizar
las revistas (Tennant et al., 2017). El capital simbolico que ha ido adquiriendo
se refleja en su presencia en todos los sistemas de evaluacion y de asignacion de
estimulos y financiamiento por parte de: instituciones, consejos, ministerios,
academias, organizaciones profesionales, entre otros.

En el caso de nuestro quehacer, la revisiéon por pares en el proceso
editorial de las revistas cientificas, ésta debe apoyarnos en al menos dos tareas
fundamentales:

— en la decision sobre la aceptacion de un manuscrito, y
— en la mejora del manuscrito.

En la Relime, por ejemplo, la primera es un apoyo a la Direccion y al Equipo
Editorial; la revision recomienda si el manuscrito debe ser aceptado, aceptado con
correcciones (menores o mayores), reestructurarse o rechazarse. El dictamen final
es decision de la Direccion Editorial, en discusion con el editor asignado dentro
del Equipo Editorial, con base en e/ contenido de las evaluaciones —no solo en
la recomendacion—y teniendo siempre en consideracion el Enfoque y Alcance de la
revista: publicar articulos inéditos y arbitrados, con resultados originales de
investigacion cientifica en Matemdtica Educativa.

Por otro lado, el intercambio que logramos, con la mediacion del Equipo
Editorial, entre autores y revisores, permite robustecer los manuscritos con la
mirada externa y especialista del campo, independientemente de si resultan
aceptados o no. Incluso cuando un manuscrito es rechazado desde la pre-
revision, que sucede muchas mas veces de las que una quisiera, la experiencia
debe considerarse un momento de aprendizaje porque la escritura cientifica es
una actividad profesional y toda persona quien desee llevarla a cabo debe
realizarla con el nivel de atencion que ésta demanda —empezando por conocer en
profundidad la revista en la que se desea publicar—.

) EETS| Rclime 26 (1), Marzo 2023
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“La atencion detallada y la reflexion madura requeridas para una revision
constructiva llevan tiempo” (Rennie, 2016, p. 33, traduccion propia), y esto es
lo que le pedimos a las y los colegas cuando hacemos una invitacion a revisar
un manuscrito, que nos donen una buena parte de su tiempo para atender un
manuscrito y reflexionar en conjunto —autores, revisores y equipo editorial— la
comunicacion de la investigacion. La valoracion critica de la revision por pares
evalua la calidad, originalidad y contribucion del trabajo, no de la persona que
lo realiza; ayuda a identificar errores, a preservar la integridad cientifica y, como
ya mencionamos, contribuye a mejorar el manuscrito. Desafortunadamente, con
frecuencia esta despersonalizacion resulta dificil, pero es necesaria para lograr el
didlogo académico y desarrollar habilidades de escritura cientifica.

Si bien el anonimato de las y los revisores promueve la libertad de expresion
y fomenta la franqueza, honestidad e imparcialidad del proceso de evaluacion,
también puede protegerles de las consecuencias de sus acciones (Nobarany y
Booth, 2016). Por ello, por parte de las revistas, debemos proveerles de una
politica editorial transparente e instrumentos claros para llevar a cabo la revision,
ademas de tener un equipo editorial que juegue un rol mediador en el didlogo y
que vigile el cumplimiento de tales politicas.

Hace media década, la Relime se adhiri6 a los c6digos de conducta y las
directrices de buenas practicas de publicacion del Comité de Etica de Publicaciones
(COPE por sus siglas en inglés). Desde entonces, en sus Consideraciones Eticas,
se han utilizado algunos estandares para editores (Kleinert y Wager, 2011a), para
autores (Kleinert y Wager, 2011b) y para revisores (Hames, 2013) —derivados de
las discusiones de este comité— como referentes para la toma de decisiones en
torno al didlogo que emerge en una revision por pares. Si bien todos ellos
contintian siendo pertinentes, las discusiones que se han dado desde entonces en
el COPE, la experiencia en la direccion editorial durante poco mas de veinte meses
y la documentacion que realicé para la escritura de esta editorial me muestran
la importancia de actualizarlos como referentes, sobre todo adaptarlos a las
necesidades de nuestra disciplina y nuestra comunidad académica... lo iremos
haciendo poco a poco.

A partir de la fecha en que publiquemos este nimero se habra actualizado
el instrumento de evaluacion por pares, para los nuevos envios, con el objetivo de
hacerlo congruente con nuestras Normas para publicacion y Lista de comprobacion
para la preparacion de envios, esto es, las politicas que se comprometen a cumplir
las y los autores. Conocernos como revista y querer publicar en ella querra
decir leer con cuidado estas politicas y estar al dia con sus actualizaciones, las
estamos realizando en beneficio de todas y todos para promover este didlogo y
con ello lograr la mejor comunicacién de sus investigaciones.

Relime 26 (1), Marzo 2023 ({(co) AN
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Para la mayoria de nosotros la revision por pares se ha aprendido haciéndola,
retroalimentandonos respecto a las evaluaciones de otros, sea como revisores
0 como autores; y a partir de la experiencia hemos buscado robustecer nuestra
formacion y formar a las generaciones siguientes. La realidad es que el quehacer
editorial y de la comunicacion cientifica estdn cambiando a un ritmo tan acelerado
que cada vez mads iniciativas —desafortunadamente, en su mayoria del norte
global— estan discutiéndola con cuidado y profundidad para hacerla una practica
académica profesional y, por lo que se puede apreciar, abierta... y van mucho
mas adelante que nosotros. Hace 39 afos se llevo a cabo el primer Congreso de
Revision por Pares en Chicago, Illinois, y continua celebrandose cada cuatro afios
(International Congress on Peer Review and Scientific Publication, 2023); y desde
2016 se realiza anualmente la Semana de la Revision por Pares (Peer Review Week,
2023), evento comunitario, mundial y en formato virtual. Ademas de la diversidad
de articulos que se publican en el contexto particular de las disciplinas (por ejemplo:
DiDomenico, Baker, y Haines, 2017; y los citados en esta editorial), hay una revista
internacional, de acceso abierto, arbitrada e indexada, dedicada a la discusion
de “todos los aspectos de la integridad en la publicacién de investigaciones,
incluida la revision por pares, la presentacion de informes de estudios y la ética
de la investigacion y la publicacion” (Research Integrity and Peer Review, 2023).
Iniciativas latinoamericanas podemos mencionar el Seminario Permanente
de Editores, que nace en 2014 como una iniciativa de la Red de Directores y
Editores de Revistas Académicas y Arbitradas de la UNAM, pero que ahora
reune y convoca a revistas de toda Iberoamérica; y LILACS (Literatura Latino-
Americana e do Caribe em Ciéncias da Satude), una base de datos especializada
en salud con literatura cientifica y técnica de 26 paises de América Latina y el
Caribe de acceso libre y gratuito, que organiza un webinario sobre “Buenas
practicas en los procesos editoriales de revistas cientificas” y que ha llevado a
cabo tres de ellos en torno a la revision por pares (Red BVS, 2020, 2019, 2021).

En los webinarios de LILACS, ademas de las reflexiones en torno a mejorar
las practicas de la revision por pares, es evidente que la discusion se orienta hacia
el impacto que ha tenido en ella el paradigma abierto de la ciencia. Necesito mas
de una editorial para reflexionar en torno a este tema, pero en el fondo estan
resaltando los cambios mas obvios de modificar el modelo a la revision por
pares abierta en combinacion con los modelos pre-print, colaborativo y post-
publicacion: fomentar las revisiones transparentes, constructivas, dialogicas, de
mayor calidad y en tonos mas amables, que logran que la vida util del articulo no
concluya en su publicacion. {No podemos tener esto con el modelo doble ciego y
una participacion colectiva de la difusion del articulo? La respuesta evidente es,
claro que si. Para transitar a un modelo de revision por pares abierta debemos estar

) EETS| Rclime 26 (1), Marzo 2023
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seguros de que la comunidad ha adoptado practicas de ciencia abierta para realizar
la investigacion y, en consecuencia, la puede comunicar bajo el marco de este
mismo paradigma. Entonces, ;podriamos hacerlo?, ;entendemos ya como se lleva
a cabo la Ciencia Abierta en las Ciencias Sociales en general y en la investigacion
en Matematica Educativa en particular?, ;contamos con los recursos para hacerlo?

Al escuchar los webinarios de LILACS me fue clara la direccion en la que
van las cosas: /o abierto, pero al identificar que la mayoria de las referencias
utilizadas por los ponentes no eran de nuestra region pude entender por qué
nos resulta tan complejo aterrizar estas propuestas en acciones concretas
de nuestro quehacer académico cotidiano. Yo misma tomé sus referencias para
documentar redaccion de esta editorial y también las utilicé como guia para buscar
en nuestra disciplina discusiones cercanas. Encontré un capitulo interesante
de Sandra Crespo y Jinfa Cai (2019) donde proponen la escritura como una
comunicacion con los revisores, poniendo atencion en los criterios de coherencia,
fundamentacion de las afirmaciones y la contribucion de la investigacion,
siendo estos los que mas resaltan en las evaluaciones de los revisores; también
de Sandra Crespo (2016), como editora de la Mathematics Teacher Educator,
encontré una interesante editorial donde habla de la retroalimentacion de la
revision como proceso formativo, para repensar la forma en que leemos y damos
retroalimentacion a los manuscritos de nuestros pares; y, finalmente, la serie
de editoriales del Journal for Research in Mathematics Education en 2019,
sobre la escritura cientifica tomando en cuenta los procesos de revision por pares
que se han vivido en la revista en un lapso considerable (Cai et al, 2019a, 2019b,
2019c, 2019d). En ninguno encontré un debate en torno a la revision por pares en
si misma y sobre las dindmicas de sus modelos, asi como del impacto de estos
en la investigacion y sus procesos de comunicacidn; pero claramente resultan
importantes como punto de partida para caminar hacia la revision por pares como
un dialogo para aprender y crecer en colectivo.

Después de la reflexion, es necesario que comencemos los procesos de
formacion de revisores desde esta perspectiva y si bien no siempre contamos
con los recursos (infraestructurales, financieros o, simplemente, de tiempo) para
hacerlo formalmente, podemos empezar poco a poco con aquellos que el mismo
colectivo académico nos ha facilitado. Por ejemplo, el COPE tiene una Guia ética
para revisores pares en espaiol (COPE, 2017) donde explica los modelos, las
responsabilidades, las acciones a realizar en el proceso de revision e incluso una
reflexion sobre la capacitacion y mentoria en la revision por pares. Por otro lado,
PLoS (Public Library of Science, 2023) tiene un sitio con herramientas sencillas
para realizar la revision por pares, desde que se recibe una invitacion hasta que
se elabora el reporte. Son consejos generales fundamentales, aunque en ocasiones

Relime 26 (1), Marzo 2023 ((co) EEEN
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es notorio que estan hechos desde la experiencia de ciertas areas o disciplinas,
no es dificil adaptar algunos aspectos a nuestro quehacer disciplinar. Finalmente,
en su seccion Voice of Young Science, una organizacion benéfica independiente
que promueve el interés publico por la ciencia y la evidencia empirica, llamada
Sense about Science, publico la guia Peer Review. The nuts and bolts (2021)
dirigida a investigadores ndveles, donde incluye no solo informacion sobre el
proceso sino las miradas y experiencias de los distintos actores que rodean
al proceso de revision por pares.

Claramente necesitamos recursos hechos por y para nuestra comunidad
académica, comenzar a explorar lo que ya hay es para entender lo que necesitamos
construir, ojald podamos hacerlo desde la colaboracion y el dialogo. La ciencia
abierta, o al menos algunas practicas de este paradigma, ha empezado a impactar
poco a poco el proceso editorial de las revistas cientificas y, en consecuencia,
cambiardn las demandas a la comunicacion de la investigacion. Bianca Amaro
(Red BVS, 2023), en un webinar de LILACS, al hablar de los Desafios de la
transicion del acceso abierto hacia la ciencia abierta en América Latina y el
Caribe —a proposito de la larga e importante tradicion de acceso abierto (diamante)
que tenemos en esta region— fue categorica en decir que nuestras revistas no
estan tan bien como merece nuestra ciencia y, de las razones que dio para apoyar
tal afirmacion, la que vincul6 a la revision por pares la sefialé como: “No adaptadas
a la ciencia abierta — vinculacion con los datos, revision por pares abierta y
flujo continuo”. Quiza solo el componente del flujo continuo es el que mas se
ha visto implementado en las revistas de nuestra region y, como bien lo menciona
Bianca Amaro, resulta ser una estrategia de difusion benéfica para autores,
revista y publico en general. La vinculacion con datos aun requiere de mucho
trabajo e inversion, hablamos desde lo mas basico que es infraestructura hasta temas
legales de derechos de autor. Finalmente, el tema que nos concierne en esta editorial,
la revision por pares abierta se resalta por su caracter transparente y dialogico.

Empecemos entonces con fomentar el didlogo en la revision por pares,
los retos por venir son muchos y de cambios profundos, solo en colaboracion y
dialogo podremos avanzar en la comunicacion de la investigacion, atendiendo las
particularidades de nuestra disciplina y resaltando las aportaciones hechas desde
y para nuestra region.

“Redacta el tipo de revision que te gustaria recibir si ta fueras la o el autor. ..
bajo la premisa, claro, de aceptar la critica para aprender y mejorar el
manuscrito, no solo de querer recibir una aceptacioén”

Regla de oro de la revision por pares.
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ENSENANZA INTERDISCIPLINARIA MUSICA-MATEMATICA:
LA GUITARRA Y SU ROL PROTAGONICO EN EL
DESARROLLO HISTORICO DE LA MUSICA OCCIDENTAL

INTERDISCIPLINARY MUSIC-MATHEMATICS TEACHING: THE GUITAR AND ITS LEADING
ROLE IN THE HISTORICAL DEVELOPMENT OF WESTERN MUSIC

RESUMEN

Eltemperamento igual es la afinacion estandar de instrumentos PALABRAS CLAVE:
en Occidente y ha delineado nuestra actual manera de concebir
la musica. El propodsito de esta investigacion es explorar como
los conocimientos puestos en uso y significados asociados al
surgimiento histérico del temperamento igual en instrumentos
antecesores a la guitarra pueden contribuir a un enfoque
interdisciplinario para el aprendizaje de la matematica y la
musica. Para esto se realiz6 un analisis interpretativo del
contenido del libro Armonia universal de Mersenne de 1637,
y se estudio el proceso de génesis y desarrollo en el siglo XVI
de los saberes presentes en este libro. Los resultados revelan
que es posible repensar la ensefianza de algunos contenidos
geométricos a nivel escolar, como el teorema de Euclides y
la progresion geométrica, a partir del problema de la division
proporcional del mastil de la guitarra. Se revela, ademas,
que la nocion de autosimilitud permitiria generar propuestas
didacticas interdisciplinarias, que propicien una vinculacion
transversal entre la Matematica y la Musica.

- Temperamento igual

- Relacion Musica-Matematica
- Guitarra

- Autosimilitud

ABSTRACT

Equal temperament is the standard tuning for instruments in the KEY WORDS:
West and has shaped our current way of thinking about music.
The purpose of this research is to explore how the knowledge
put to use and the meanings associated with the historical
emergence of equal temperament, in instruments that preceded
the guitar, can contribute to an interdisciplinary approach to
learning mathematics and music. For this, an interpretative
analysis of the content of the book Mersenne’s Universal
Harmony of 1637 was carried out, and the process of genesis
and development in the 16th century of the knowledge present

in this book was studied. The results reveal that it is possible o
to rethink the teaching of some geometric contents at school ©
level, such as Euclid’s theorem and geometric progression, e © ©

- Equal temperament

- Music-Math relationship
- Guitar

- Self-similarity

® @ Espinoza Ramirez L. y Vergara Gomez A. (2023). Enseianza interdisciplinaria Musica-Matematica: la guitarra y su rol
@ protagonico en el desarrollo historico de la musica occidental. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica
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based on the problem of the proportional division of the guitar
neck. We also conclude that the notion of self-similarity would
allow the generation of interdisciplinary didactic proposals
that foster a transversal link between Mathematics and Music.

RESUMO

O temperamento igual ¢ a afinacdo padrao para instrumentos
no Ocidente ¢ moldou nossa maneira atual de pensar
sobre musica. O objetivo desta pesquisa ¢ explorar como o
conhecimento posto em pratica e os significados associados
ao surgimento histérico do temperamento igualitario, em
instrumentos que antecederam o violdo, podem contribuir
para uma abordagem interdisciplinar da aprendizagem da
matematica e da musica. Para isso, realizou-se uma analise
interpretativa do contetido do livro A Harmonia Universal
de Mersenne de 1637, e estudou-se o processo de génese e
desenvolvimento no século XVI do conhecimento presente
neste livro. Os resultados revelam que ¢ possivel repensar
o ensino de alguns contetidos geométricos no nivel escolar,
como o teorema de Euclides e a progressdo geométrica,
a partir do problema da divisdo proporcional do braco do
violdo. Concluimos também que a nog¢ao de auto-semelhanga
permitiria a geragdo de propostas didaticas interdisciplinares
que fomentassem um vinculo transversal entre a Matematica
e a Musica.

RESUME

Le tempérament égal est I'accordage standard des instruments
en Occident et a fagonné notre fagon actuelle de penser la
musique. Le but de cette recherche est d’explorer comment
les connaissances mises en ceuvre et les significations associées
a I’émergence historique du tempérament égal, dans les
instruments qui ont précédé la guitare, peuvent contribuer
a une approche interdisciplinaire de I’apprentissage des
mathématiques et de la musique. Pour cela, une analyse
interprétative du contenu du livre L’Harmonie universelle de
Mersenne de 1637 a été réalisée, et le processus de genése et
de développement au X Ve siécle des connaissances présentes
dans ce livre a été étudié. Les résultats révelent qu’il est
possible de repenser I’enseignement de certains contenus
géométriques au niveau scolaire, comme le théoréme d’Euclide
et la progression géométrique, a partir du probléme de la
division proportionnelle du manche de la guitare. Nous
concluons également que la notion d’auto-similarité permettrait
de générer des propositions didactiques interdisciplinaires
favorisant un lien transversal entre les mathématiques et
la musique.
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1. INTRODUCCION

La educacion integrada o interdisciplinar es un enfoque que responde a las
demandas del siglo XXI. Si bien existen distintas perspectivas, es posible
identificar propdsitos comunes: conectar conocimientos y habilidades de distintos
dominios, promover el aprendizaje auténtico, fomentar métodos centrados en el
estudiante para la resolucion de problemas, y considerar las motivaciones y
contextos de la comunidad educativa (Chi, 2021). Un enfoque interdisciplinario
implica un intercambio y confrontacion entre dos o mas disciplinas, es decir,
busca la interaccion y el enriquecimiento mutuo (Ander-Egg, 1999). De ahi
la dificultad que involucra generar situaciones de aprendizaje que realmente
fomenten relaciones interdisciplinarias. La Educacion Matematica ain presenta
varios desafios en este sentido, y uno de ellos esta asociado a la incorporacion
de encuadres histéricos-culturales que permitan rastrear las particularidades de
la Matematica en su vinculacion con otras disciplinas (Doig y William, 2019).
Esta investigacion se propone precisamente indagar en las bases historicas y
epistemoldgicas de los vinculos entre la Matematica y la Musica, considerando
un problema que involucr6 construccion de conocimiento para ambas disciplinas.

En la actualidad se busca que los aprendices vinculen la Matematica que
aprenden en la escuela con la experiencia social que tienen como individuos Asi,
las iniciativas de educacion interdisciplinaria e integrada deberian propiciar
la resolucion de problemas reales que aborden los intereses y el disfrute del
estudiantado (Homes et al., 2013). Las vivencias y experiencias de los estudiantes
se hacen palpables a través de los objetos culturales con los cuales interacttian,
entre los que destacan los instrumentos musicales. Y la guitarra, actistica o
eléctrica, no solo ha sido uno de los instrumentos mas populares del ultimo siglo,
sino también ha jugado un rol historico protagonico en la constitucion de lo que,
en el actual occidente, entendemos por musica. En efecto, la afinacion usada en
la musica actual —el temperamento igual— surgio gracias a la invencion y
popularizacion de instrumentos de cuerdas con trastes, predecesores a la guitarra.

El estudio de la relacion Musica-Matematica es basto. Existen investigaciones
que ahondan el estudio musical desde su relacion con las frecuencias mediante
el uso de series y el analisis fisico-matematico de la vibracion de la cuerda
mediante funciones trigonométricas (Benson, 2006; Wright, 2009). También,
existen estudios que indagan en el uso de la Matematica para la realizacion de
composiciones musicales (Pareyon, 2011; Xenakis, 1992). En esta misma linea,
en Latinoamérica se han logrado grandes avances de investigacion sobre las
conexiones entre Matematica y produccion musical, considerando especialmente
propuestas y métodos cientificos (Pareyon et al., 2022). Respecto al uso de la
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relacion Musica-Matematica en la Educacion Matematica, se ha estudiado, por
ejemplo, cémo la relacion Musica-Matematica puede potenciar la memorizacion
de informacion, de patrones numéricos o de figuras geométricas (Trinick et
al., 2016), como el uso de aspectos ritmicos o de intervalos musicales puede
contribuir en la ensefianza de las fracciones o de los nimeros irracionales (Nisbet,
1991; Walsh, 2010; Conde et al., 2011) y también la integracion entre discursos
matematicos y musicales en procesos de creacion musical (Venegas-Thayer,
2019). A pesar de la diversidad, la mayoria de las investigaciones se centran en
contenidos matematicos como operaciones numéricas y fracciones, sin enfatizar
en estrategias didacticas que promuevan el aprendizaje integrado de la Musica 'y
la Matematicas (Oliveira, 2023). Ademas, de acuerdo con la indagacion realizada,
son escasas las investigaciones ligadas al uso del temperamento igual que busquen
integrar Musica y Matematica con fines educativos (e.g. Chao-Fernandez et
al., 2019).

El temperamento igual se cred y formulo6 tedricamente durante el siglo
XVlIeny para instrumentos de cuerdas con trastes. La teorizacion geométrica
de este temperamento fue realizada por el espanol Francisco de Salinas (1513-
1590) y el italiano Josefo Zarlino (1517-1590). Esta teorizacion ha sido estudiada
en el ambito de la musicologia por Garcia-Pérez (2003), Garcia-Pérez (2014) y
Barbour (2004/1951). A su vez, Floris Cohen (1987) y Rasch (2008) analizaron
la formulacion aritmética del temperamento igual del matematico y cientifico
htingaro Simoén Stevin (1548-1620). Ademads, Espinoza et al. (2020) analizaron el
proceso de génesis del temperamento igual, describiendo tanto su uso germinal en
los instrumentos de cuerdas con trastes como su formulacion tedrica en el siglo
XVI. Medio siglo después de esta teorizacion, el clérigo y cientifico francés
Marin Mersenne (1588-1648) publica un libro de teoria musical en 1637, llamado
Armonia universal, en la que sintetiza, entre otros sistemas de afinacion usados
en la época, la construccion del temperamento igual.

Este temperamento, que divide una octava en 12 partes iguales (12 notas), ha
delineadonuestramanerade concebirlamusicaen Occidente. Entérminos practicos,
define como se afinan las cuerdas de un piano y la cantidad de teclas del mismo,
los lugares donde se hacen orificios a los instrumentos de viento o las ubicaciones
de los trastes sobre los mastiles de las guitarras y bajos. Dada la importancia que
tiene en la actualidad este sistema de afinacion, nos preguntamos jcomo fue
su proceso de génesis y desarrollo historico?, ;qué conocimientos matematicos
y significados asociados fueron usados en medio de este proceso? y ;como esta
informacion puede ser util para promover enfoques interdisciplinarios entre
Musica y Matematica en el aula de secundaria? Para responder estas preguntas
se plantea como objetivo explorar como los conocimientos puestos en uso y
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significados asociados al surgimiento historico del temperamento igual en
instrumentos de cuerda con trastes pueden contribuir a un enfoque interdisciplinario
para el aprendizaje de la Matematica y la Musica. Para ello se asume una perspectiva
historica sociocultural, a través del estudio de los procesos de constitucion de
los saberes que dieron origen al temperamento igual, presentes en el libro
de Mersenne (1637). A continuacidn, presentamos el marco tedrico de
nuestra investigacion.

2. MARCO TEORICO

Desde la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa se considera
al saber social, cultural e historicamente situado (Cantoral, 2013). En esta linea,
se postula que “para atender la complejidad de la naturaleza del saber y su
funcionamiento [...] se debera problematizar al saber en el mas amplio sentido
del término, situdndole en el entorno de la vida del aprendiz” (Cantoral, 2013,
p. 51). Siguiendo esta idea, la presente investigacion problematiza el mastil de
la guitarra, un instrumento tocado particularmente por muchos adolescentes y
jovenes en edad escolar. Nos preguntamos jpor qué los trastes del mastil se ubican
de esa manera? Esto nos llevo a considerar todo un proceso historico y cultural
de construccion de conocimientos, donde la Matematica juega un rol protagdnico.

Para estudiar este proceso de construccion de conocimientos, usamos el
modelo tedrico para el estudio de la constitucion del saber propuesto por Espinoza
et al. (2018), que permite desarrollar comprensiones amplias acerca de los procesos
de construccion del saber matematico y su devenir historico, social y cultural. A
su vez, en esta investigacion concebimos al saber como conocimiento puesto
en uso. En este sentido, “el conocimiento es la informacidn sin uso, mientras el
saber es la accion deliberada para hacer del conocimiento un objeto 1til frente
a una situacion problematica” (Cantoral, 2013, p.52). Se asume que lo que hoy
existe deviene de un proceso que puede ser caracterizado mediante su génesis,
desarrollo y transversalidad (Figura 1). La génesis hace alusion a los momentos
en los que el saber surge en el contexto del ser humano resolviendo problemas.
Estos momentos germinales son de gran importancia para la epistemologia,
pues determinan significativamente la forma, cualidades intrinsecas y significados
del saber en cuestion. El analisis de estos momentos permite “explorar tanto
la produccion y naturaleza del saber, como aspectos relativos a su devenir en el
tiempo” (Espinoza et al., 2018, p. 253).
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Figura 1. Esquema del modelo tedrico para el estudio de la constitucion
del saber (Espinoza et al., 2018, p. 252)

A suvez, el desarrollo da cuenta de cdmo, en su devenir historico, el saber
transita hacia discursos cientificos y escolares. Los saberes pasan por un proceso
de desarrollo y toman paulatinamente su forma en el seno de disciplinas cientificas,
técnicas y/o practicas, mediante procesos de disciplinarizacion, escolarizacion y/
o circulacion de saberes. En este desarrollo, el saber “tiende a la especializacion y
su consecutiva fragmentacion” (p. 253). Por ultimo, la transversalidad expresa el
como el saber se constituye en el uso del mismo en diversos ambitos de accion
en practicas humanas, principalmente, mediante practicas que son ancestrales,
permanecen en el tiempo y se desarrollan en distintos ambitos culturales, como
es el caso de la musica. En definitiva, siguiendo a Espinoza et al. (2018, p. 253),
se tiene lo siguiente:

— La Génesis: Explora la pregunta ;como el saber llega a ser? Aborda
aspectos relativos a su produccion y naturaleza, situdndose en contextos,
intencionalidades y practicas especificas.

— El Desarrollo: Explora la pregunta ;como el saber es difundido? Aborda
aspectos sobre su devenir historico y sus transitos hacia y entre discursos
disciplinares y escolares.

— LaTransversalidad: Exploralapregunta jcomo este saber viveendiversas
practicas? Aborda el uso y desarrollo en practicas cientificas, técnicas,
artisticas y cotidianas.

Al respecto, al explorar al saber nos interesa, en parte, analizar tanto los
conocimientos puestos en uso como los procedimientos utilizados, con miras a
develar significaciones del conocimiento matematico que devienen del uso en
contextos especificos. En efecto, se concibe que “el significado deviene de este
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modo del uso situado que se dé al objeto y a sus procesos asociados a través de la
actividad practica donde el nifio, el joven o el adulto dotan de significacion relativa,
situaday contextualizada a los objetos formales” (Cantoral et al, 2015, p. 16).

3. CONSIDERACIONES METODOLOGICAS

Asumiendo un enfoque cualitativo, se analizan documentos histoéricos. La
seleccion e interpretacion de las obras se realizo siguiendo las recomendaciones
para el analisis documental de Bowen (2009). Primero se analiz6 la obra
Harmonie Universelle de Mersenne (1637). Se escogi6 este libro dado que es
una de las descripciones mas completa de la teoria musical de mediados del
siglo XVII en Europa y sintetiza el desarrollo de la teoria musical de su época,
incluyendo elementos de musica practica y la formulacion tedrica del temperamento
igual del siglo XVI. Su seleccion también se debio a las caracteristicas del autor.
En efecto, a diferencia de otros autores de tratados musicales de la época, los
cuales eran tedricos musicales, Mersenne fue principalmente un matematico y
un cientifico. Esto resulta de interés dado el propdsito de estudiar la relacion entre
Musica y Matematicas. Realizamos un andlisis interpretativo de contenido, el
cual tiene como proposito identificar e inferir los significados denotativos —que
se manifiestan de forma directa y literal— y los significados connotativos
—que se infieren, considerando de manera conjunta elementos textuales y
contextuales del corpus— (Drisko y Maschi, 2016) de la obra de Mersenne (1637).
Para identificar los significados denotativos, se consideraron tres momentos, a
saber: inmersion, focalizacion y profundizacion.

En el primer momento, realizamos una inmersion al contenido del libro, con
miras a entender el contenido de la obra y seleccionar los capitulos a analizar, los
cuales fueron los siete libros de los instrumentos. En el segundo momento, de
focalizacion, identificamos en estos capitulos todas las proposiciones que hacen
alusion al temperamento igual, y se seleccionaron aquellas que explicaban métodos
de construccioén. Por ultimo, en el momento de profundizacion, se analizaron
las proposiciones seleccionadas, identificando los métodos presentes en Mersenne
(1637) para la construccién del temperamento igual. Tales proposiciones (que
abreviaremos prop.) fueron las siguientes: prop. XIV y XV del libro I, prop. VII del
libro 11, prop. XVIII y XIX del libro 1V, prop. XV, XXXVIIl y XLV del libro VI.

Posteriormente, se analizo el proceso de constitucion del saber matematico
presente en dichas proposiciones. Para esto, primero indagamos la existencia
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de los tres métodos en obras del siglo XVI mediante el estudio de fuentes
secundarias de musicologia que han estudiado el proceso de formulacion teérica
germinal del temperamento igual (Floris Cohen, 1987; Garcia-Pérez, 2003, 2014;
Barbour, 2004/1951; Rasch, 2008; Van Wymeersch, 2008). Después, realizamos
una revision en las proposiciones de las fuentes originales en las que se formula
teoricamente el temperamento igual (Salinas, 1577; Zarlino 1558, 1571, 1588;
Stevin, 1585). Ademas, revisamos las obras de los tedricos de la musica Faber
Stapulensis (1496), Fogliani (1529), Bermudo (1555) y de los matematicos Frisius
(1585) y Bobillier (1827). En esta investigacion presentamos de manera sintética
el analisis de esta génesis, profundizando en elementos que aportan a nuestro
objetivo de investigacion. Un analisis filosofico mas detallado de este analisis
puede consultarse en Espinoza et al. (2020).

. TRANSVERSALIDAD: relacion misica-matematica

DESARROLLO

Andlisis de contenido interpretativo

de Mersenne (1637)
Inmersidn - focalizacion - profundizacion
Identificacion de tres métodos para la
W' construccion del temperamento igual

Analisis del proceso de constitucién
del saber en el siglo XVI

Analisis de los tres métodos para la
construccion del temperamento igual

puestos en uso y procedimientos

/NSNS

_
{ Identificacion de conocimientos

Inferencia de significaciones en }

) el uso del conocimiento
Contexto sociocultural

- /

Figura 2. Esquema del proceso metodologico seguido en esta investigacion

La revision seflalada en el parrafo anterior permitiéo ademas situar y
contextualizar el trabajo desarrollado por Mersenne (1637). Considerando esta base
contextual, como evidencia del proceso de constitucion del saber del siglo X VI,
se analizaron los tres métodos para la construccion del temperamento igual en las
proposiciones seleccionadas en Mersenne (1637). Finalmente, en esta etapa del
analisis de contenido, se identifican los procedimientos y conocimientos puestos en
uso en cada uno de los métodos, con el propdsito de inferir los significados
connotativos propios del uso del conocimiento matematico en la formulacion del
temperamento igual (Figura 2).

(cOXETEE| Relime 26 (1), Marzo 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

ENSENANZA INTERDISCIPLINARIA MUSICA-MATEMATICA 21

4. RESULTADOS

4.1. Génesis: Surgimiento y formulacion matematica del temperamento igual en
el siglo XVI

El sistema de afinacioén usado actualmente en Occidente es el temperamento
igual. Para entender este temperamento y explorar sus procesos de génesis y
desarrollo, hay que partir considerando el sistema de afinacion usado en la Edad
Media: el sistema pitagorico. Este sistema, ya en desuso en los instrumentos
actuales, divide la cuerda mediante razones. Estas razones, a su vez, definian
los intervalos musicales (Y4 definia la octava, % la quinta, % la cuarta, etc.). Esto
se explica visualmente en la figura 3, considerando la posicion actual de los
trastes de la guitarra, para una mejor comparacion. Para el siglo X VI este sistema
de afinacion ya cumplia dos mil afios de uso y desarrollo en Occidente.

AR

cuerda R
Tdnica (Do)

=

Octava (Do)

Quinta (Sol)

Cuarta (Fa)

Tercera (Mi)

nls aw wWe N

Figura 3. Division pitagorica de la cuerda y su ejemplo para la tonalidad de Do

Ahora bien, durante el siglo XVI ocurre un hecho que revolucion6 por
completo la teoria y practica musical de la Edad Media: la introduccion de trastes a
los instrumentos de cuerda con mastil. Estos instrumentos fueron el laad, la viola
y la vihuela, instrumentos predecesores de la guitarra, el bajo y el ukelele, entre
otros (Figura 3). Al introducir los trastes sobre los mastiles, se cre6 una manera
de dividir el traste que en términos geométricos es continuamente proporcional
(Figura4). Es asi como nace el temperamento igual, el cual es el sistema musical que
usamos en la actualidad.
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cuerda

oOm A >
(-]

Figura 4. Division proporcional del mastil (temperamento igual)

Espinoza et al. (2020) sostienen que existe evidencia del uso de instrumentos
de cuerda con mastil en el mundo arabe desde el siglo VII. Sin embargo, fue en el
siglo XVI que se le incluyeron trastes. Y esto ocurrio, dado que, en este siglo y
en el contexto del renacimiento europeo, hubo cambios en la estética y el gusto
musical en relacion a los siglos anteriores. En efecto, en la Edad Media se valoro y
desarroll6 la musica coral. Sin embargo, en el siglo XVI se dio una mayor
preponderanciaalusodeinstrumentosmusicales. Laexistenciadelostrastespermite
que personas con poco conocimiento musical puedan tocar estos instrumentos.
Sin embargo, bajo el sistema de afinacion pitagérico los trastes no quedan
rectos (como se puede apreciar en la figura 5). En efecto, y a diferencia de otros
instrumentos en los que cada cuerda se afina por separado, en los instrumentos de
cuerdas con mastil los trastes rectos afectan simultaneamente a todas las cuerdas.

Figura 5. Muestra de division del mastil para tocar afinaciones pitagoricas del siglo X VI
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En definitiva, las dificultades técnicas de la fabricacion de instrumentos y
el caracter mas simple de su uso practico, justifico que proliferaran los trastes
rectos en la época (Figura 6). Con tales trastes no se siguio el sistema de afinacion
pitagorico (', %, ¥4, etc.), mas bien, era una division continuamente proporcional
del mastil. Tal division de afinacion alcanzo6 gran popularidad, al punto que su uso
en instrumentos de cuerda con trastes se masifico durante el siglo XVI (Espinoza
et al.,2020). Dado el uso masivo de los instrumentos de cuerda con trastes,
tedricos musicales de la segunda parte del siglo X V1 se interesaron en el temperamento
igual como objeto de conocimiento. Fue asi como surgié la formulacion teérica del
temperamento igual.

Figura 6. Tlustracion de la ubicacion de los trastes en instrumentos de
cuerda con mastil publicada en 1511 (Virdung, 1993, p. 157)

El temperamento igual consiste en la division de la octava en doce partes
iguales. Esta igualdad no se refiere a una longitud, sino hace referencia al sonido.
Es decir, se refiere a intervalos de sonido que ascienden o descienden con base en
una misma razén. De esta manera, en términos geométricos la division en partes
iguales debe entenderse como division proporcional de longitudes. Cabe sefialar
que esta division de intervalos de sonido en partes iguales se puede realizar, de
forma geométrica, mediante el uso del teorema de Euclides. Nos referimos a
la proposicion 13 del libro VI de los Elementos de Euclides, en la que se tiene,
siguiendo la figura 7, que AB/BD = BD/BC.

D

A B C
Figura 7. Teorema de Euclides en Simson (1774, p. 163)
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Espinoza et al. (2020) sefialan que la formulacion tedrica del temperamento
igual puede ser analizada en tres momentos. En un primer momento, esta
formulacion teérica hizo alusion aladivision de intervalos musicales en partes
iguales. Tedricos musicales griegos de la antigiiedad plantearon la imposibilidad de
dividirun tono en partes iguales (Espinoza et al., 2020). También Erasmo Heretius,
un reconocido teoérico de la musica de su época, sostuvo en 1498 la imposibilidad
de dividir ciertos intervalos musicales en partes iguales. Sin embargo, en 1504 se
retracta y sefiala que esto si es posible (Van Wymeersch, 2008). En nuestra
indagacion encontramos como referencia mas antigua, de un uso explicito del
teorema de Euclides para la division de intervalos musicales en partes iguales, a
Faber Stapulensis (1496). Este autor uso el teorema de Euclides para dividir en
partes iguales cuatro intervalos musicales (Figura 8). Con base en esta evidencia,
ubicamos la génesis de la division de intervalos musicales en partes iguales entre
la ultima década del siglo XV y la primera década del siglo XVI.

g hi k
e e, o oy

a b Af:n:

Figura 8. Uso del teorema de Euclides para dividir consonancias (Faber
Stapulensis, 1496, p. 111)

Espinoza et al. (2020) también sefalan que, a lo largo del siglo X VI diversos
teoricos musicales usaron el teorema de Euclides para dividir intervalos musicales en
partes iguales (Figura 9). Por ejemplo, esta el caso de Fogliani (1529), Bermudo
(1555), Zarlino (1571) y Salinas (1577). Tales tedricos musicales utilizaron
estas divisiones en la fabricacion de diversos temperamentos o afinaciones musicales
(Garcia-Pérez, 2003; Espinoza et al., 2020).

En un segundo momento de la formulacion del temperamento igual,
encontramos su planteamiento teérico (Espinoza et al., 2020). Esta teorizacion
fue primero planteada por Salinas (1577) y posteriormente desarrollada con
exhaustividad por Zarlino (1588). Para dividir el mastil en doce partes iguales, estos
tedricos usaron tanto el teorema de Euclides como otros métodos geométricos-
mecanicos que permitian encontrar dos o mas medias proporcionales entre una
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magnitud y su mitad. Tales construcciones geométricas (Figura 10) pueden ser
consultadas en detalle en Garcia-Pérez (2003) y en Espinoza et al. (2020).

Fogliani, 1529 o ___I;_ermudo, 1555

(6 e
Salinas, 1577

D
4\
B =

Figura 9. Uso del teorema de Euclides para la division de intervalos
musicales en partes iguales (Fogliani, 1529, p. XXXVI; Bermudo,
1555, p. LXviii; Zarlino, 1571, p. 161; Salinas, 1577, p. 158)
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Figura 10. Construcciones geométricas del temperamento igual mediante
medias proporcionales (Zarlino, 1588, p. 209 y 211)
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Un tercer momento de la formulacion teodrica del temperamento igual lo
encontramos en los desarrollos numéricos realizados por Simén Stevin (Espinoza
et al., 2020). Rasch (2008) plantea que, en la década de 1580, Stevin desarrolla una
resolucion aritmética al problema del temperamento igual y calcula aproximaciones
numéricas para la division de la octava en doce partes iguales (Figura 11).
En paralelo, Stevin publico su LArithmetique en 1585, una obra en la que cuestiona
la consideracion de las magnitudes inconmensurables como irracionales o
inexplicables. Stevin postula que, en aritmética, inconmensurabilidad no implica
algo que sea inaccesible a la exploracion racional. Asi, en el contexto de la teorizacion
del temperamento igual, los irracionales son por primera vez considerados como
numeros pertenecientes a la aritmética (Van Wymeersch, 2008).

'AT 10000 . (B ks . &Nﬂ-—
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Figura 11. Registro de la formulacion aritmética del temperamento
igual de la década de 1580 en el tratado de musica de Simon
Stevin (Rasch, 2008, p. 273)

En sintesis, en lo referente a la génesis del temperamento igual, sostenemos
que este surge tanto en la practica de construccion y uso de instrumentos de cuerda
con trastes como en su posterior formulacidn tedrica. En tal formulacion, los
teoricos musicales no s6lo procuraron posicionar a este temperamento en el ambito
disciplinar de la teoria musical, sino también buscaron brindar elementos practicos
parala construccion del temperamento igual en instrumentos de cuerda con trastes.

4.2. Desarrollo: el temperamento igual en la Armonia universal de Mersenne (1637)

Décadas después de la formulacion teoérica del temperamento igual, el clérigo y
cientifico Mersenne sistematiza estos conocimientos en su Armonia Universal, la
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obra de teoria musical escrita en francés mas completa de su época. Situamos a
este libro en el momento de desarrollo del saber, dado que los conocimientos
que desarrolla surgieron y fueron usados en el momento de génesis descrito en
la seccion anterior. Al ser un cientifico, Mersenne hace transitar estos saberes al
ambito de la ciencia, contribuyendo a la disciplinarizacion de los mismos. Por
esto, Mersenne nos permite mirar, desde los ojos de un cientifico, la relacion
Musica-Matematica en la formulacion tedrica del temperamento igual. Habiendo
sefnalado esto, a continuacion, presentamos los tres métodos para la construccion
del temperamento igual identificados en nuestro analisis de Mersenne (1637).

4.2.1. Elmétodo de los fabricantes de instrumentos

Un primer método que encontramos en Mersenne (1637) es el que usaron los
fabricantes de instrumentos durante el siglo XVI. En la primera proposicion del
libro segundo de los instrumentos, Mersenne sefiala lo siguiente (Figura 12):

Plufieurs Fadteurs d'infiruments diuifent la longueur du Luth, ou dela
chordeivuideenis parties, donc lary fait la premicre touche; & puisils divi-
fentlereftedelachorde eni8 parties, dontilsen prennent encor17 pour faire
le fecond demiton, & ainficonfequemmentiufquesi cequ'ilsayents. ou s.
demi-tons,

Figura 12. Método de los fabricantes de instrumentos para la fabricacion
del temperamento igual' (Mersenne, 1637, p. 48)

Mersenne (1637) menciona que esta manera de dividir la octava es atribuida
a Vicent Galilei, padre de Galileo Galilei. El método consiste en considerar
la longitud de la cuerda y tomar 17/18 partes. Posteriormente, de las 17 partes
resultantes volver a tomar 17/18 partes y asi sucesivamente. Es decir, este método
de los fabricantes de instrumentos consiste en dividir repetidamente siguiendo una
misma razon. Mersenne (1637) sefiala que Vicent Galileo se esforzo en probar que
esta division en términos practicos era el mejor sistema existente. Sin embargo,
también cita la explicacion de Zarlino (1588) para sostener que, dividiendo
iteradamente con la razon 17/18 no se divide exactamente la octava (la ubicacion de
este esquema en un mastil serd explicada mas adelante, en la seccion 5).

Zarlino desarrolld esta idea en su Sopplimenti musicali (1588). En la proposicion
XXVIX presenta un exhaustivo analisis de este método de los fabricantes de
instrumentos, presentando la division de la cuerda AB de manera iterada
usando la razén 17/18. En la figura 13, los numeros de la parte izquierda son
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potencias sucesivas de 18 y los de la parte derecha son potencias sucesivas de 17.
De esta manera Zarlino (1588), usando la aritmética de nimeros enteros de la
época, muestra que al iterar doce veces siguiendo la razén 17/18 no se divide
exactamente la cuerda por la mitad (su octava en términos musicales). En efecto, el
numero 582622237229761 no llega a ser la mitad del nimero 1156831381425976
(la division es aproximadamente 0.50363626591)'.
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Figura 13. Método de los fabricantes de instrumentos (Zarlino, 1588,
p- 202 y p. 205, respectivamente)

Zarlino (1588) concluye que con este método no se logra dividir exactamente
la octava en doce partes iguales. Sin embargo, Mersenne (1637) sefiala
que este método proporciond una aproximacion aceptable para los fabricantes
de instrumentos. En efecto, Garcia-Pérez (2014) plantea que en los instrumentos de
cuerda con trastes “la tension a la que es sometida la cuerda va aumentando
ligeramente al irla presionando cada vez mas lejos del clavijero” (p. 71). De esta
manera, sefiala que el sonido sube un poco mas de lo que deberia, y esto compensa
el error que produce la division de la cuerda siguiendo la razén 17/18. Al respecto,
Mersenne (1637) sefiala que, a diferencia de los tedricos musicales que seguiran

! Elultimo niimero de la columna derecha de la figura 13 es 582822237229761 y su cuarta cifra es

8. Sin embargo, el valor real de 17'2 es 582622237229761, donde la cuarta cifra corresponde a un 6.
Dado que todos los otros valores estan exactos, atribuimos el error a un problema de la edicion del texto.
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las divisiones armoénicas mediante razones, los fabricantes de instrumentos se
guiaban mas por el oido.

Ademas, la simplicidad de llevarlo a la practica hizo que este método
(division iterada siguiendo la razén 17/18) se hiciera popular al punto de convertirse
en el método de fabricacion de instrumentos mas usado durante el renacimiento
(Garcia-Pérez, 2014). Ciertamente, como toda labor técnica, la practica de los
constructores de instrumentos estaba influenciada por la busqueda de economia
y simplicidad de la técnica (Espinoza et al., 2018). Y este método practico, a pesar
de no dar una division exacta, fue objeto de estudio de los teéricos musicales y
referenciado por Mersenne (1637) en su magna obra de teoria musical.

4.2.2. Elmétodo geométrico

Un segundo método para la construccion del temperamento igual en la obra de
Mersenne (1637) lo encontramos en la proposicion VII del libro segundo de los
instrumentos, y hace alusion a una demostracion geométrica de la posibilidad de
dividir el tono en doce partes iguales (Figura 14).

PROPOSITION VII.
Demenftrer que le son maicar , &9 mineur, I'O Elaue , ¢o° tous les autresinterualles pen-
wens eftre dinifez en deux , ouplufieurs parties efgales s d oi il Senfuit quel'on peut
* dimfer O Fane en 12, demy-tonse[ganx: onlonverrala maniere de trouser
vne , &5 deux moyennes proporsionnelles entre deux lignes donnees , de
dosbler le cube , ¢ de metrre les touches fuy le manche du
Luth , ¢y des antres infirumens.

Figura 14. Método geométrico para la formulacion tedrica del temperamento
igual? (Mersenne, 1637, p. 249)

Mersenne (1637) sefiala que, para dividir la cuerda en dos partes iguales, solo
hay que construir una cuerda que sea media proporcional entre las dos cuerdas
que conforman el tono, la octava, o cualquier otro intervalo que se desee dividir.

2 “Laquelle divise la raison double d’AB a EF en deux raisons egales, & consequemment I’Octave

en deux intervalles esgaux, car il y a mesme raison de CE, a EF, que d'AB a CD”.
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Agrega que esto se puede hacer mediante el teorema de Euclides (Figura 15).
Considerando las cuerdas AB y EF que producen un intervalo de octava, donde
EF es la mitad de AB, el autor sefiala que para encontrar la media proporcional
CD es necesario ubicar las dos lineas dadas de manera contigua. Asi, GH=AB y
HI=EF. Luego, desde /, punto medio de GI se construye un semicirculo. Se traza
la linea perpendicular a GI desde el punto H, obteniendo el punto K. Por ultimo,
se construye CD=HK.

»

Figura 15. Uso del teorema de Euclides para la formulacion teorica del
temperamento igual (Mersenne, 1637, p. 249)

Mersenne (1637) sefiala que la recta HK sera la media proporcional
buscada, pues esta “divide la razon doble de AB y EF en dos razones iguales, y
consecuentemente la octava en dos intervalos iguales, ya que hay la misma razén
de CD, a EF, que de AB a CD”? (Mersenne, 1637, p. 66). A su vez, justifica
este hecho sefialando que los triangulos GHK, y KHI son semejantes, de lo que se
infiere que la razén entre GH a HK es la misma que entre KH a HI. Aqui, al aludir
a la semejanza de tridngulos, la argumentacion de Mersenne hace referencia a la
proposicion 8 del libro VI de los Elementos de Euclides y sus significados. Estos
significados aluden a que CD esta en la misma razéon a AB que EF a CD (é—g = %2)
Ademas, el método de construccion de la media proporcional geométrica esta
descrito en la proposicion 13 del libro VI de los Elementos de Euclides.

Posteriormente, Mersenne (1637) plantea que, al usar iteradamente el
método, se podran encontrar una infinidad de otras medias proporcionales. Asi,
usando el teorema de Euclides se pueden dividir los intervalos AB y CD, y CD
y EF en partes proporcionales, con lo que se dividira la octava en cuatro partes
iguales. Continuando con la iteracion, el autor sefiala que se pueden encontrar 1,
3,7, 15, 31, 63, etc., medias proporcionales, lo cual permite dividir la octava en 2,
4,8, 16, 32, etc., partes iguales. Es decir, no se logra dividir la octava en 12 partes
iguales. Por este motivo, Mersenne plantea que se requiere incluir otro método
complementario para dividir un intervalo musical en tres o mas partes iguales.
Del mismo modo, el autor afirma que, si bien no se pueden construir dos medias
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proporcionales de manera geométrica, existen multiples formas de hacerlo mediante
técnicas geométricas-mecanicas, de las cuales presenta una.

Dadas las rectas BH y GA, donde GA es la mitad de BH, considera la recta
GE, sobre la cual copia la magnitud GA tres veces, obteniendo los segmentos GA,
AH y HO (Figura 16). Luego, sobre el segmento GA y HO, construye los tridngulos
equilateros GAD y HOF, y traza la recta AF. Finalmente, incluye un procedimiento
mecanico al trazar una recta que pasa por D y cruza los segmentos AF y HO,
obteniendo los respectivos puntos de interseccion B y C. Mersenne plantea que
hay que mover esta recta DC de modo que BC sea igual a la mitad de BH, es decir,
a GA. Con esto, el autor sostiene que se encuentran las dos medias proporcionales
buscadas, esto es, DB y AC. Cabe senalar que Mersenne atribuye este método a un
tal Molthée y no brinda una justificaciéon o demostracién matematica.

G : 7
G
B c -

Figura 16. Construccion geométrica de dos medias proporcionales para
la formulacion tedrica del temperamento igual (Mersenne,
1637, p. 249)

Mersenne (1637) plantea que, usando los métodos descritos de manera
conjunta, se puede dividir la octava en doce partes iguales. En efecto, si la octava
se divide primero en dos partes iguales (encontrando dos medias proporcionales),
y después se encuentran medias proporcionales sobre estas divisiones mediante
el teorema de Euclides, se dividira la octava en seis partes iguales. Finalmente, si
se usa el teorema de Euclides nuevamente sobre las divisiones resultantes, se
lograra dividir la octava en doce partes iguales. Cabe sefialar que el orden
de iteracion puede permutar. Es decir, también se puede dividir la octava primero
en dos partes iguales, después en cuatro partes iguales, y después en doce partes
iguales. O bien, primero dividir la octava en dos partes iguales, después en seis
partes iguales, y después en doce partes iguales.

Este método geométrico explicado por Mersenne (1637) sigue la misma linea
argumentativa presente en los métodos de tedricos musicales del siglo X VI, las
cuales se sustentan en significaciones geométricas proporcionales. Para la division
de intervalos musicales en partes iguales, los tedricos musicales usan el teorema de
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Euclides (Faber Stapulensis, 1496; Fogliani, 1529; Bermudo, 1555; Zarlino, 1558;
Salinas, 1577). Sin embargo, para la construccion de dos medias proporcionales
estos usaron otros métodos. Stevin (1585) plantea la existencia de diversos métodos
geométricos-mecanicos pararealizar esta construccion, atribuidos a Platon, Heron,
Apolonio, Diocles, Pappus, Spore, Menecmo, Arquitas, Eratdstenes y Nicomedes.
Ejemplos de estos métodos son el uso del Mesolabio de Eratdstenes, el uso del
método de Filon de Bizancio y otro método presentado también por Mersenne
para la construccion de dos medias proporcionales (Figura 17).

o

T
!
MESOLABIO

Figura 17. Métodos para la construccion de dos medias proporcionales
(Zarlino, 1558, p. 96; Zarlino, 1588, p. 182; Mersenne, 1637,
p. 410)

En definitiva, la idea de usar iteradamente los métodos de construccion
de una y dos medias proporcionales para dividir la octava en 12 partes esta
presente, al menos, en Zarlino (1588) y Stevin (1585). Mersenne explora este
mismo procedimiento y lo presenta con una generalidad que incluso supera las
necesidades practicas de la musica. Es el caso de la mencioén que hace de iterar la
division para dividir la octava, inclusive, en 48 y 96 partes iguales. En esto vemos
el como estas ideas matematicas surgen de la teoria musical y transitan hacia
la generalizacion propia de la Matematica como quehacer cientifico. Ademas,
Mersenne también generaliza el uso del temperamento para otros instrumentos.
En efecto, los tedricos musicales del siglo XVI postularon el temperamento igual
para instrumentos de cuerdas con trastes, mas Mersenne generaliza su uso, por
ejemplo, para la afinacion de los 6rganos.

4.2.3. Elmétodo aritmético

Un tercer método para dividir la octava en doce partes iguales que encontramos en
Mersenne (1637) es un método aritmético. En la proposicion X VI del primer libro
de los instrumentos, Mersenne plantea una técnica aritmética para construir el
temperamento igual (Figura 18).
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PROPOSITION XIV.

Expliquer vi autre Monochorde qui fért pour diuifer le manchedu Luth , de la Viole,
du Ciftre ¢o* de tous les antres inflrnmens dmanches touchez en 9 ,10; 04 12.,

demy-tons efgaux , ¢ pour fairele Diapafon des O rgues,

Figura 18. Método aritmético para construir el temperamento igual?

(Mersenne, 1637, p. 37)

33

Mersenne (1637) comienza esta proposicion afirmando que la division en
partes iguales es lamas til y comoda de las divisiones musicales del mastil.
Acto seguido, presenta una tabla que atribuye a Jean Beaugrand y que plasma
una técnica aritmética para encontrar once medias proporcionales comprendidas
entre un intervalo y su mitad, logrando una division de la octava en doce
partes iguales (Figura 19). Mersenne (1637) sefiala que, buscando la mayor
exactitud que se pueda imaginar, esta técnica aritmética calcula las 11 medias
proporcionales comprendidas entre 200000 y 100000. Con esto, obtendra resultados
aproximados de tales divisiones de manera exacta hasta la cienmilésima parte. La
tabla que presenta es la siguiente:

13
12

11

B 6Ny  eo\d

% 100,000,
x

. Monochorde H armom’qxe degalité compesé d onze nombres moyens
proportionnels irrationels,

¥ cccc. 23000000000000,000000000000,000000000000,00000
0000000,000000000000.
¥cc, 2,000000,000000,000000,000000,000000,

F
E|¥qq. 2, 0000,0000,0000,0000,0000,
d

¥c, 2,000,000,000,000,000.

| ¥ccece. 32, 000000000000, 000000000000, 00000000C000, 0000

00000000,000000000000,

Xc|¥q., 2,00,00,00,00,00,

¥ ccec, 128, 000000000000,000000000000, 000000000000, 000
©600000000,000000000000,

C
#|vc.  4,000,000,000,000,000,
B

7qq. 8,0000,0000,0000,0000,0000.

Aj¥ce, 32,000000,000000,000000,000000,000000.
xXg ¥ ccee, 2048, 000000000000,000000000000, 00000A000000,00

0000000000,000000000000.

G 200,000,

Figura 19. Célculo aritmético del temperamento igual (Mersenne, 1637, p. 37)

En la notacion de la época, el simbolo + (o V) representa a la raiz y las letras
q y ¢ que acompafian al simbolo + hacen referencia, respectivamente, al grado
cuadrético y ctbico de la raiz (Garcia-Pérez, 2014). De esta manera, v/ representa
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a una raiz cuadrada, +C a una raiz ctbica, ¥/qq a una raiz cuarta, ¥/CC a una raiz
sexta y /CCGC a una raiz doceava. A su vez, los numeros de la tabla son enteros y
la cantidad de ceros que estan agrupados entre las comas equivalen al numero del
indice o exponente de la raiz. Notese que todos los niimeros tienen cinco
agrupaciones de ceros (5 comas). Estas cinco agrupaciones corresponden a las cinco
cifras cero (o cantidad de ceros) que tienen los valores de referencia 100.000 y
200.000. A su vez, el nimero de ceros entre las comas se refieren al grado al que
tal nimero esta elevado a la potencia (por ejemplo, 1,00,00,00,00,00 equivale a
100,000% o0 1,000,000,000,000,000 equivale a 100,000%). Considerando esto, los
valores de Mersenne (1637) se expresan en potencia como se muestran en la
columna A y F de la tabla I.

Respecto a los valores de las otras columnas de la tabla I, estos explican
una reconstruccion de un procedimiento para llegar a los resultados de Mersenne
(1637). En efecto, el autor presenta la tabla (Figura 19) pero no da detalles de su
elaboracion. Para indagar algunos significados de estos calculos, realizamos una
reconstruccion con métodos aritméticos de la época, usados para la resolucion
del problema del temperamento igual en el siglo XVI. En la proposicion 45 de
su LArithmetique, Stevin (1585) propone un método para encontrar las medias
proporcionales que se deseen entre dos nimeros cualesquiera. Plantea que,
dada dos cantidades, la media proporcional se encuentra mediante el calculo de
la raiz del producto de ambos valores. Asi, teniendo los nimeros a y b, la media
proporcional sera Jaxb. A la vez, plantea que también se pueden encontrar dos
medias proporcionales mediante los calculos de Jam*b yde 3faxb’. Posteriormente,
Stevin (1585) plantea que se pueden encontrar mas medias proporcionales mediante
la iteracion de las técnicas descritas. Siguiendo este método, realizamos una
reconstruccion de los calculos presentados en Mersenne (1637), primero
calculando una media proporcional entre 100.000 y 200.000 (Columna B),
después calculando una media proporcional en los dos intervalos resultantes
(Columna C), y finalmente calculando dos medias proporcionales en los cuatro
intervalos subsecuentes (Columna D).

Esta reconstruccion muestra que los datos de la tabla de Mersenne, teniendo
en cuenta los valores numéricos y los grados de las raices y exponentes, también
se pueden explicar mediante la iteracion de una y dos medias proporcionales.
Considerando ademas que en la aritmetizacion del problema en Stevin (1585) se
lleva el mismo procedimiento geométrico al ambito aritmético (Espinoza et al.,
2020), concluimos que los significados germinales evocados en el método aritmético
de Mersenne (1637) devienen de lo geométrico. En definitiva, y si bien las medidas
para la construccion de los mastiles se brindan mediante calculos aritméticos,
los significados geométricos proporcionales se mantienen en la esencia de la
resolucion del problema.

(O XETE| Relime 26 (1), Marzo 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

35

ENSENANZA INTERDISCIPLINARIA MUSICA-MATEMATICA

000°00T * ¢, Th, 000007 00000 000°00T 000002 00000 os | 1
000001 * ;; Tfy 71 00000 * ;; Th, 7000001 * , 2, 000'00 * 000000000000000000008 /+ #oS | T
000°00T * ; T, 5000001 * ;T 5000001 * T 000002 * , 0000000000000000D0008/ el | ¢
000001 = m_? ;000001 + - T 5000001 = Tf 000000000000000000008 00000 * 0000000000/} fv e ¥
000001 » ; Th, 000001 » , T 4000001 = Th - 000000000000000000008 4 = 0000000000Z/* v 5 S
000°00T * , TN, 000007 * , Th 000007 * T | 0000D00D000000DO00000S /- * ; 00D0000000T/H oa | 9
000°00T + , Th, <000001 + ZA 0000000000Z% 00000000007/ 000°002 + 000°00TA. | #oQ | L
000001 * ¢ Ty, £,000001 * T, 000001 * Zp | < 0000000000T /> + 00000000000000000000E/> 7 oM | 8
00070071 * mb._ 5000001 = ;T 00000000002/ * NE\w». a6
0007007 * mb._ +00000T * T \ 00000000000000000000Z 0000000000T2> * 000001 > TN 01
000001 +  Th, £,000001 * ;T ¢ 00000000000000000000Z/} * 000 00T/ Bl | T1
000001 * | Tf £ 000001 = Zh, £,000001 * Zh, 000000000000000D0CO0TA * D00 00T A #ed | Tl
000°00T = 5 Th, 000001 000001 0007001 000001 000001 os | €I
‘[ETI9E BOpRWIIEW ‘[ETy9E UQIIRION UD ‘omage E E__._v ERIEE O qxp sO)UEIMSAISO[EAIAUL | g« pA [euotalodoxd | suuosiopy
UQIIBNULIOJ U SAIO[BA | JUUISII] 2P SIIO[BA 2P opminsay SO[BAIU] OTEND 50] Ud sajeuofatodord serpaur sogq s0[ ua [euoparodord eipapy BIPAWI RISWILIJ ap so1e(q
.mu U:E:HQU Ao EEES___QU .qugthéc.u (7] UEE}..QU Mv NEESHQU mﬂﬁtaﬂ:maﬁv ¥ puunjo

[en31 ojuoweradwa) [0 e1ed (££9[) QUUISIIA 9P SOIIWILIE SO[NI[BI SO[ P UOIOINIISUOIIY

1 VIdVvL

(D) BY-NC

Relime 26 (1), Marzo 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

36 L. ESPINOZA RAMIREZ, A. VERGARA GOMEZ

Mersenne (1637) concluye la proposicion presentando aproximaciones por
defecto y por exceso al calculo exacto de cada valor de la tabla (Figura 20). Si bien,
Mersenne (1637) sefiala que los datos no son exactos, por estar aproximados hasta
la cienmilésima parte, sostiene que el error sera imperceptible al oido humano.
Por esta razon, establece que estos numeros se pueden considerar como la verdadera
division de promedios proporcionales. En definitiva, plantea que estos valores pueden
usarse para construir la division en el mastil del Laud o en el de otros instrumentos.
Al respecto, sefala que, si se quisiera adicionar una treceava, catorceava o
quinceava division en el mastil, solo hay que tomar el valor correspondiente de la
division y dividirlo por dos. En esto se hace nuevamente palpable la racionalidad
proporcional desde la cual se entienden estos calculos.

Monochorde ou Diapafon des touches., "NOMBRES DE LUACCORD EGAL.
I| I o1 1v v I u
a | 100,000, | ¢. |100,000,| N 1 100000000000 |144000 o'ool
xg|105946 |¥% |105945/m II' 194387431198 '135919/009
G (112246 (b |112245] ] NI | 89090418365 (128290]/202
xfliggz1]A 18920/ k IV | 84089641454 {121089|089
F li25993Ixgi125992| 1 v 79370052622 |114292|876
E [133481|G [153480|h . .
dl1at aza!xfligtaz sl el VI | 74915353818 167878 109
X< 1414 44 % VII | 70710678109/101823,376
D|149830(F (149829 ? .
xc|158741|E |1587 40 VIIL| 66341992715 | 96108470
C|168179|xd/168178|d IX | 62996052457 90714317
¥ (178172|D[178171] ¢ X §94603556901-85622|912
b 188771 |%Xc 188770 b XI [s6r23102370| 80817({267
A | 200,000, | C | 200,000, XII| 52973154575 762817243
: XIII| soooo000000| 7 2000|000

Figura 20. Aproximaciones por defecto y exceso al temperamento
igual y calculos del temperamento igual, respectivamente
(Mersenne, 1637, p. 38 y p. 786)

Cabe sefialar que Stevin también presenta otras tablas en las que muestra
los calculos del temperamento igual entre 72000000 y 144000000 asi como entre
50000000000 y 10000000000 (Figura 20). Estos valores, que superan el interés
practico de la teoria musical, surgen del transito del problema desde la teoria musical
hacia el ambito de la Matematica como disciplina cientifica. Destaca ademas que,
en la aritmética, fueron matematicos como Stevin y Mersenne los que concibieron
al temperamento igual fuera de los canones pitagoricos que predominaban en aquella
época, aceptando a los irracionales como intervalos plausibles para la teoria musical
(Espinoza et al., 2020).

Estos tres métodos para la construccion del temperamento igual brindan
contexto y significado a nociones matematicas escolares que suelen ensefarse
como procedimientos rutinarios. Un adecuado estudio didactico permitiria
implementar disefios para la resignificacion, desde el contexto de la musica, de la
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division sucesiva de longitudes a partir de unarazon dada, del teorema de Euclides,
de la media proporcional geométrica y de la operatoria de raices enésimas.

4.3. Significaciones matematico-musicales en el surgimiento del temperamento igual

Hasta aqui, hemos analizado los tres métodos para la construccion del
temperamento igual identificados en Mersenne (1637). A continuacion, describimos
los conocimientos puestos en uso, los procedimientos utilizados y los significados
asociados identificados en esta investigacion.

4.3.1. Progresion geométrica y division proporcional

Uno de los usos del conocimiento matematico identificados en esta investigacion,
en el método de los fabricantes de instrumentos, es la division iterada de una
magnitud usando una misma razon. En la técnica descrita por Vincenzo Galilei,
el procedimiento utilizado fue la division geométrica sucesiva del mastil en partes
aritméticas iguales, en la que se consideran 17/18 parte en cada iteracion. En la
explicacion de Zarlino, el procedimiento es la multiplicacion iterada a la cuerda por
los factores 17/18, 17°/18%, 17°/183, En términos actuales, este conocimiento
corresponde a una progresion geométrica, es decir, a una sucesion de la forma
a, ak, akk, akkk, etc. o a, ak, ak?, ak®, etc., donde a es la medida de la longitud
a dividir. En esta linea, y considerando que la fraccion 17/18 no permite una
division exacta de la octava en doce partes iguales, resolver el problema del
temperamento igual implica encontrar un factor k de modo que ak”:%, donde
k=5= esirracional. Eluso de este conocimiento en la ubicacion de los trastes
de la guitarra se ilustra en la figura 21.

(I * k”) sk =]1*k'2 —ocuva maste 3

Método de los artesanos: k =

Cdleulo exacto: k = 273

Figura 21. Tlustracion del método de los fabricantes de instrumentos en una guitarra
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Respecto a los significados asociados al uso de este conocimiento en el
siglo XVI, la nocidn de progresion geométrica estaba en pleno desarrollo y se
definia en el ambito de lo proporcional. Evidencia de esto es Frisius, quien, en
su Arithmeticae practicae methodus facilis publicada originalmente en latin,
plantea que la progresion geométrica contiene “varios nimeros precedentes con
alguna proporcion, es decir, que son producidos por una multiplicacion continua
de un numero” (Frisius, 1585/1556, p. 27-28, trad. francesa)’. En esta linea, un
significado identificado de este conocimiento puesto en uso en el problema de la
ubicacion de los trastes sobre el mastil de instrumentos de cuerda es el siguiente:
la aplicacion continua de un nimero o razon sobre la cuerda genera sucesiones
de magnitudes proporcionales entre si. Es decir, dividiendo con la misma razén
se conserva la proporcion.

4.3.2. Medias proporcionales y magnitudes continuamente proporcionales

Otro de los usos del conocimiento matematico, tanto en los métodos geométrico
y aritmético, es la construccion de 11 medias proporcionales entre una magnitud
y su mitad. Los conocimientos utilizados son el teorema de Euclides como
otras construcciones geométrico-mecanicas para encontrar dos o mas medias
proporcionales entre una magnitud y su mitad. El procedimiento utilizado es la
iteracion de los métodos para encontrar una o dos medias proporcionales. De aqui
que los significados asociados son geométricos y relativos a la construccion de
“magnitudes continuamente proporcionales” (Mersenne, 1637, p. 224). Asi como
una media proporcional establece la relacion proporcional a:b = b:c y dos medias
proporcionales la relacioén proporcional a:b = b:c = c:d, la division del mastil evoca
el siguiente significado proporcional a:b=b:c=c:d=d:e=e:f=fig=etc. (Figura 22).
Es decir, es una division de magnitudes continuamente proporcionales, o una division
que conserva la proporcion. Tal division divide la octava en 12 partes iguales.

Respecto al método aritmético, las técnicas para el calculo de medias
proporcionales se desprenden de los métodos geométricos. En este sentido,
el calculo de potencias y raices esta inmerso en un contexto de significados
proporcionales. Tal significado aritmético también se encuentra en el proceso
de desarrollo del saber. Es el caso de Bobillier (1827) quien, en sus Principes
d’algebre, plantea que “un término cualquiera de una progresion geométrica es
igual a la media proporcional entre el término que le precede y el que le sigue”
(p- 32)*. En definitiva, identificamos en el método aritmético los significados
subyacentes al método geométrico. Y el hecho de que Stevin haya planteado

3 “Plusieurs nombres precedens avec quelque proportion, c’este a dire, quei sont products par una

multiplicatié continue d un nombre”.

4 “Un terme quelconque d'une progression par quotient est égal a la moyenne proportionnelle

entre celui qui le précede et celui qui le suit”.
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simultaneamente su método aritmético para medias proporcionales y la resolucion
aritmética del temperamento igual, devela la significacion proporcional tras sus
métodos de calculo de potencias y raices, y ubica a la miisica como un contexto de
significacion de tales conocimientos matematicos.

a:b=b:c=c:d=d:e=e:f=f:g=etc.

Figura 22. Ilustracion de las magnitudes continuamente proporcionales en la guitarra

4.3.3. Temperamento igual y la autosimilitud de la sucesion

Una caracteristica particular del temperamento igual, y que lo distingue de todos
los otros sistemas de afinacion existentes en los siglos XVIy XVII, es que
iguala todos los semitonos en términos de sonido. Este hecho tiene significativas
implicaciones tanto en la teoria musical como en las practicas de fabricacion
e interpretacion de instrumentos musicales. Al respecto, Mersenne (1637) sefiala
que, en los otros temperamentos, dado que las divisiones entre los semitonos no
se realizaban siguiendo una misma razon, las tonalidades no sonaran iguales. Sin
embargo, con el temperamento igual todas las escalas tienen la misma sonoridad,
de modo que con esta division se pueden construir todas las armonias. En efecto,
para construir una armonia “no importa por donde uno comience, pues todos los
tonos y medios tonos son iguales” (Mersenne, 1637, p. 38)°. El autor sefiala esto
haciendo referencia a que en las tablas que presenta el temperamento igual se
puede comenzar la division desde cualquier nota, como por ejemplo por las notas
La, Do (Figura 20) o Sol (Figura 19).

De lo anterior se concluye que en el temperamento igual todas las armonias
estan autocontenidas en lamisma division de la cuerda. Por ejemplo, en la figura 23,
se tiene la division de la cuerda siguiendo el temperamento igual de la primera
cuerda Mi, construida yaseaatravés de lamultiplicacion iterada de un mismo factor

> “II n’importe par ol I'on commence, puis que tous les tons & les demy-tons sont esgaux”.
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o mediante medias proporcionales. Si desde Fa comenzamos a hacer la division
usando el mismo factor o mediante medias proporcionales, las divisiones de
la cuerda calzan exactamente, o bien, estan autocontenidas, en la division de la
guitarra realizada desde Mi. Y esto se cumple si iniciamos la division de
la cuerda desde Sol, La, Si, Mi (una octava mas arriba), Sol, etc. Es decir, la
division contiene todas las posibles divisiones de todas las armonias.

Sol

Mi

La

Sol

Figura 23. Tlustracion de la autosimilitud de las armonias en la guitarra

Esta autocontencion se puede explicar de la siguiente manera: cuando una
magnitud se divide multiplicando iteradamente por una misma razén o mediante
medias proporcionales, la sucesion resultante a, sera, en términos proporcionales,
semejante a cualquiera de sus subsucesiones de la forma a,;,,, con n y m nimeros
naturales. En términos geométricos, el hecho de que en una progresion geométrica
toda subsucesion sea semejante, proporcional u homotética a la sucesion dada,
implica que cualquier parte de la sucesion tiene, por asi decirlo, la “misma forma”
que el todo. Es mas, toda subsucesion de la sucesion sera semejante, proporcional
u homotética a cualquier otra subsucesion de la sucesion. Esta propiedad puede
ser explicada mediante la nocién de autosimilitud o autosemejanza. Pareyon
(2011) caracteriza la autosimilitud como aquella propiedad en la que el todo
es exacto, similar, o tiene la misma forma que una y cada una de sus partes.
En el temperamento igual, esta autosimilitud se expresa en que el todo esta
autocontenido en sus partes y sus partes estan autocontenidas en sus subpartes.

La construccion del temperamento igual hace emerger nociones que no
pueden encerrarse en la Matematica o la Musica como asignaturas escolares.
En particular la autosimilitud moviliza significados que solo pueden comprenderse
desde la reciprocidad disciplinar. Esta es una caracteristica de los problemas
interdisciplinarios, que necesita seguir siendo discutida y profundizada desde la
Educacion Matematica. Habiendo sefialado esto, a continuacion, presentamos las
conclusiones de esta investigacion.
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5. CONCLUSIONES

En esta investigacion, nos propusimos estudiar como los conocimientos puestos
enuso y significados asociados al surgimiento histérico del temperamento igual en
instrumentos de cuerda con trastes pueden contribuir a un enfoque interdisciplinario
para el aprendizaje de la Matematica y la Musica. Esto lo hicimos explorando tanto el
uso del conocimiento en Mersenne (1637) como el proceso de constitucion de estos
saberes en el siglo X VI, identificando asi aspectos epistemologicos de interés para
la articulacion didactica entre Musica y Matematica. A modo de conclusion,
ubicamos a Mersenne (1637) en la etapa de desarrollo del saber e identificamos tres
métodos para construir el temperamento igual, a saber: el método de los fabricantes
de instrumentos, el método geométrico y el método aritmético. Respecto al proceso
de génesis de estos saberes, sostenemos que el temperamento igual surge en el
siglo X VI, primero en la practica de la construccion y ejecucion de instrumentos
de cuerdas con trastes, y segundo en el proceso de su formulacion tedrica realizado
por Salinas (1577), Zarlino (1588) y Stevin (1585). Tanto en la génesis como en
el desarrollo identificamos el uso de conocimientos matematicos y significados
asociados. En la figura 24 presentamos una sintesis de estos resultados.

3 Uso del ¢ . ( Método de IO§ fabricantes
e instr

Dividir iteradamente
multiplicando por una
misma razon. <

Conocimiento en uso:
Progresion geométrica

3 Practica
. musical:
i

3 ) Formulaciéon matematica:
3 Significado asociado: % a, * k= [
i Division proporcional
: "
i e
Método geométrico Conocimiento en uso:

Teorema de Euclides y

Significacién:

H construcciones geométricas Tgualacion

3 Uso del conocimiento: mecéanicas de dos 0 mas medias de armonias:

. Formulacion Construccion de 11 . proporcionales autosimilimé
3 tedrica: medias proporcionales R o . de la sucesion
! ONE mediante la iteracion de S— Fm;; AP d“"“ _

! D%L‘:‘vé;l} LE una, dos 0 més medias | P ———— a:b=bic=cid=d:e=el.
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i

‘ Método aritmético

Significado asociado:
Magnitudes Hamee e C imi en uso:

continuamente Calculo de raices y potencias

proporcionales

Figura 24. Sintesis de los resultados de la investigacion

Hemos dado cuenta como tras el mastil de instrumentos de cuerda con trastes
hay toda una historia de uso de conocimiento matematico que puede ser recuperada
para delinear propuestas didacticas innovadoras que propicien una ensefianza en
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la que se vinculen transversalmente la Matematica y la Musica. En efecto, a la
ubicacion de los trastes de la guitarra, el bajo, el ukelele y otros instrumentos de
cuerda con trastes, subyace todo un proceso de génesis y desarrollo historico que
ha definido la manera actual de concebir la musica en Occidente. En este proceso
se usan y desarrollan diversos conocimientos matematicos. Un ejemplo de propuesta
didactica es la siguiente actividad (Figura 25), en la cual se comienza dando
una breve explicacion del contexto historico de Galileo Vincenzo y su método para
construir los trastes usando larazon 17/18. Como recursos, se les brinda una
guitarra, otra guitarra impresa a escala y sin trastes, un elastico marcado con la razon
17/18 y una cinta métrica.

1. Mide el elastico y comprueba si
esta dividido en razén 17/18.
Después estira el elastico y
responde ¢la relaciéon 17/18
cambia o se mantiene?

2.Usa el elastico para construir 12
trastes en la guitarra usando el
método de Galileo Vincenzo.
2Qué relacién puedes identificar
entre los trastes construidos?

3. ¢Qué crees que ocurrira si
usamos el método de Galileo
Vincenzo en la guitarra
comenzando desde el traste 3,
el traste 5, el traste 7 o en
general desde cualquier traste?
Después comprueba tus ideas.

Figura 25. Ejemplo de propuesta didactica sustentada en los resultados de
la investigacion

A su vez, se pueden usar las caracteristicas de la practica de tocar guitarra
para hacer emerger, en el aula de Matematica, los conocimientos matematicos
y significados asociados descritos en esta investigacion. De hecho, al
igualar los semitonos y las armonias, el temperamento igual tiene implicancias
significativas en la practica guitarristica relativa a la forma de la mano para tocar
acordes con cejilla, escalas o al usar el cejillo: 1) una misma posicion de acorde
con cejilla, al ser desplazada (o trasladada en el sentido de la Geometria Afin)
a lo largo del mastil, produce diferentes acordes; y 2) una misma digitacion de una
escala, al ser desplazada a lo largo del mastil, genera distintas escalas (Figura 26).

Estas dos técnicas, que son fundamentales en la ejecucion practica de la
guitarra acustica y eléctrica, existen gracias a la propiedad de la autosimilitud
presente en la ubicacion de los trastes de la guitarra. Al respecto, se pueden
realizar dos importantes observaciones:
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1. Entérminos matematicos, esta autosimilitud existe dada la naturaleza
proporcional de la division del mastil, 1a cual se puede construir dividiendo
iteradamente por una misma razon.

2. En términos musicales, estas técnicas son posibles dado que el
temperamento igual iguala todos los semitonos y, por ende, también
iguala las armonias.

acorde de acorde de
Re mayor La mayor Famayor

Misma forma - distintos acordes

escala de escala de
sol mayor Re mayor

Misma digitacion - distintas notas y escalas

Figura 26. Implicancias del temperamento igual en la practica de tocar guitarra

Subrayamos la importancia que puede tener la autosimilitud presente en
el mastil de la guitarra para la creacion de propuestas didacticas innovadoras.
Particularmente, esto puede contribuir a la profundizacion en la comprension en
los estudiantes respecto al teorema de Euclides, la progresion geométrica y la
funcion exponencial, entre otros conocimientos matematicos de educacion
secundaria. Para esto, se podria pedir a estudiantes que expliquen la practica de
mover la forma de acordes y escalas en el mastil de la guitarra desde el método
de Galileo Vincenzo (division iterada por la razon 17/18). Esto, consideramos,
permitiriair en la direccion de lo planteado por Tytler ez al. (2019), respecto a que la
ensefianza de la Matematica desde un enfoque interdisciplinar deberia contribuir al
desarrollo y uso del conocimiento en contextos propios de larealidad del estudiante.

De esta manera, el analisis historico-epistemoldgico realizado en esta
investigacion provee interesantes insumos para futuras investigaciones que aborden
la elaboracion e implementacion de disefios didacticos que vinculen la Matematica
y la Musica en el aula. Desde un enfoque interdisciplinar y atendiendo lo sefialado
por Hartzler (2000), concordamos en la importancia de incorporar practicas de
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instruccion que hagan explicitas las conexiones entre los saberes en juego. En
suma, mas alla de ser dos disciplinas independientes con elementos en comun, la
Musica y la Matematica forman parte de un saber que tiene sustento historico y
cultural, y que han sido fundamentales en la historia humana, no s6lo como
expresion artistica sino también como productoras de conocimiento cientifico.
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CONHECIMENTOS GEOMETRICOS MOBILIZADOS
NA PRATICA DO PROFESSOR: KNOWLEDGE QUARTET
COMO FERRAMENTA DE ANALISE

GEOMETRIC KNOWLEDGE MOBILIZED IN THE TEACHER’S PRACTICE:
KNowLEDGE QUARTET AS AN ANALYSIS TOOL

RESUMEN

El presente articulo tiene como objetivo identificar y comprender
los conocimientos geométricos movilizados por profesoras
de matemdtica, al abordar conceptos de geometria para
estudiantes de los afios finales de la Ensefianza Fundamental.
Con ese proposito, se utiliza la herramienta teérica Knowledge
Quartet (KQ) para identificar y analizar las dimensiones del
conocimiento que se revelan en las acciones llevadas a cabo
por dos profesoras en el aula de clases. El contexto de la
investigacion se dio en un proceso de formacion continua en
geometria, en un grupo con caracteristicas colaborativas.
Los datos fueron producidos por medio de la transcripcion de
grabaciones en audio y video. Se seleccionaron eventos criticos
representativos del ambiente investigado. Ademas de ser una
herramienta tedrica que identifica conocimientos matematicos
y didacticos del profesor en la practica, segun los resultados el
KQ contribuy¢ para la identificacion de lagunas asociadas a
las dificultades del profesor ante las contingencias que se
presentan en el contexto de la ensefianza de la geometria.

ABSTRACT

This article aims to identify and understand the mathematics
teachers’ geometric knowledge, when addressing geometry
concepts for students at Middle School. For this purpose, the
theoretical tool Knowledge Quartet (KQ) is used to identify
and analyze the dimensions of knowledge that are revealed
in the actions triggered by two teachers in the classroom.
The research context took place in a process of continuing
education in geometry, in a group with collaborative
characteristics. The data were produced through audio and
video recording and later transcribed. Critical events were
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selected of the investigated environment. In addition to being
a theoretical tool that identifies the teacher’s mathematical and
didactic knowledge in practice, according to the results, the
KQ contributed to identify gaps associated with the teacher’s
difficulties in face of the contingencies that present themselves
in the context of geometry teaching.

RESUMO

O presente artigo tem como objetivo identificar e compreender
os conhecimentos geométricos mobilizados por professoras
de matematica, ao abordarem conceitos de geometria para
estudantes dos Anos Finais do Ensino Fundamental. Com esse
propdsito, utiliza-se a ferramenta tedrica Knowledge Quartet
(KQ) para identificar e analisar as dimensdes de conhecimento
que se revelam nas ac¢des desencadeadas por duas professoras
em sala de aula. O contexto da pesquisa se deu em um
processo de formacao continuada em geometria, em um grupo
com caracteristicas colaborativas. Os dados foram produzidos
por meio de gravacdo em audio e video e posteriormente
transcritos. Selecionaram-se eventos criticos representativos
do ambiente investigado. Além de ser uma ferramenta teérica
que identifica conhecimentos matematicos e didaticos do
professor na pratica, o KQ, segundo os resultados, contribuiu
para a identificacdo de lacunas associadas as dificuldades
do professor diante das contingéncias que se apresentam no
contexto de ensino de geometria.

RESUME

Cet article a I’objectif d’identifier et comprendre les
connaissances géométriques mobilisées par les enseignantes
de mathématiques, quand elles enseignent des concepts
géométriques aux élevés de la troisieme année au collége.
Dans ce but, nous avons utilisé I'outil théorique Knowledge
Quartet (KQ) pour identifier et analyser les dimensions de la
connaissance qui se manifeste dans les actions déclenchées par
deux enseignantes en classe. La recherche s’est déroulée dans
le cadre d’une formation continue en géométrie dans un groupe
ayant des caractéristiques de collaboration. Les données ont
été collectées par un enregistrement audio et vidéo et ont été
transcrites. Nous avons sélectionné des événements critiques
représentatifs de I’environnement étudié. Par ailleurs, d’étre un
outil théorique qu’identifie des connaissances mathématiques
et didactiques de ’enseignant dans la pratique, le KQ, selon
les résultats, a contribué a identifier des lacunes associées
aux difficultés de l'enseignant face aux contingences qui se
présentent dans le cadre de I’enseignement de la géométrie.
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1. INTRODUCAO

O conhecimento profissional do professor é um dos aspectos centrais que orientam
os processos de ensinar e aprender, pois interfere diretamente na promogao das
aprendizagens dos estudantes (Ball et al., 2005). Nessa perspectiva, o pressuposto
de que s6 se deve ensinar o que se sabe tem aberto caminho para varias discussdes
por parte de pesquisadores, advindas principalmente dos estudos de Shulman (1986,
1987), que considera a existéncia de um conhecimento que € particular ao ensino.

Ao categorizar os conhecimentos necessarios que moldam a base da
docéncia, Shulman (1987) propde um conjunto de dominios desses conhecimentos,
associados ao gerenciamento de sala de aula; o conhecimento dos estudantes e
as suas caracteristicas; o conhecimento dos contextos educativos, das suas
bases filosoficas e historicas; o conhecimento do curriculo, do contetdo; € o
conhecimento pedagogico do contetido — Pedagogical Content Knowledge (PCK),
sendo este tltimo, um conhecimento exclusivamente da docéncia, que diferencia
a profissdo do professor de outra. As discussdes provenientes da compreensao
desse dominio de conhecimento culminaram no interesse por investigagdes sobre
o conhecimento profissional docente na pesquisa em Educacdo Matematica
(Bairral, 2002; Pazuch & Ribeiro, 2017; Pires, 2006; Ponte, 1999).

Neste texto, assumimos que o conhecimento profissional do professor
voltado para o ensino de matematica se constitui, principalmente, pelas situagoes
de ensino coproduzidas no ambito do planejamento, da acao em sala de aula e da
reflexao sobre episdédios que nela ocorrem. Estas situacdoes podem revelar
dimensdes dos conhecimentos de professores mobilizados nos momentos de
planejamento, do proprio ensino e da reflexdo sobre conceitos geométricos, em
particular. Nestes momentos, o conhecimento profissional do professor que ensina
matematica se situa pelas relagcdes com os estudantes, na conexao com os aspectos
curriculares e com os conceitos a serem ensinados.

Nesse cenario, com vistas a compreender as diferentes nuances dos
conhecimentos do professor de/que ensina matematica, pesquisadores apresentam
construtos tedricos que auxiliam para tal aprofundamento. Destacamos o
Mathematical Knowledge for Teaching' proposto por Ball et al. (2008) e
o Knowledge Quartet* (KQ), inicialmente discutido em Rowland et al. (2005).
Neste artigo, utilizamos a estrutura do KQ como uma ferramenta teérica para a
analise da pratica do professor que ensina matematica, em especial, quando este
participa de um processo de formacao continuada em geometria, inserido em
um contexto de colaboragdo entre professores da escola basica e pesquisadores do
campo da Educagdo Matematica.

! Conhecimento Matematico para o Ensino (MKT — sigla em inglés).

2 Optamos por nio traduzir o termo Knowledge Quartet para evitar perda de sentido.
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No que concerne ao ensino de geometria, mesmo que se reconheca a
importancia do envolvimento dos estudantes com os conceitos geométricos,
o processo didatico dessa disciplina ainda € pouco explorado em sala de aula,
principalmente nas aulas de matematica da escola basica (Almouloud et al., 2004;
Alves & Sampaio, 2010; Lobo & Bayer, 2004). De fato, muitos professores priorizam
calculos algébricos, o que compromete a formacao de conceitos geométricos
pelos estudantes (Pavanello, 2004).

Essa situag@o pode estar relacionada aos processos de formagao de professores
que favorecem os conteudos algébricos, enquanto a geometria ¢ estudada
superficialmente, o que pode ocasionar ensino de conceitos equivocados (Maia,
2014). Pesquisas como as de Kazanowski (2011), Nacarato et al. (2009) e Manrique
e André (2009) descrevem uma caréncia em relagdo aos conhecimentos geométricos
dos professores, os quais se apresentam limitados ou nulos. Com o objetivo de
minimizar essas dificuldades, nos seus estudos, esses pesquisadores promoveram
processos de formagdo continuada, propondo acdes e reflexdes sobre a pratica,
de modo a incentivar o distanciamento dos professores da racionalidade técnica
(Schon, 2000).

Nessa linha, Marquesin e Nacarato (2011, p. 104), por meio de uma “[...]
pratica continua de estudos, reflexdo, novos estudos e (re)elaboracdo de tarefas de
geometria para a sala de aula [...]”, investigaram as transformag¢des advindas do
movimento entre os saberes relativos aos conceitos geométricos de professores
dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental (AIEF) — estudantes de 07 a 10 anos de
idade — e os saberes da pratica, em um trabalho colaborativo. Os resultados
sugerem avangos significativos no conhecimento geométrico e no conhecimento
pedagogico desses professores. As autoras concluem que isso se deve ao carater
colaborativo do processo formativo e ¢é reflexo da dinamica posta pelo grupo.

Assim, considerando as dificuldades, a insegurancga e até mesmo o desinteresse
por parte dos professores, ao aprofundarem os conteudos de geometria em sala
de aula, estudos tém destacado a importancia da formagao do professor para um
bom desenvolvimento do ensino e da aprendizagem de geometria nas aulas de
matematica (Crescenti, 2008; Cunha, 2009; Prado & Lobo da Costa, 2012).

Na literatura, ha estudos com foco de analise orientado a formacéo de
professores ¢ aos conhecimentos geométricos que eles possuem (Almouloud et
al., 2004; Curi, 2005; Marquesin & Nacarato, 2011, Pinto et al., 2014). Entretanto,
essas pesquisas estdo, em sua maioria, voltadas para os AIEF. Portanto, este
trabalho visa contribuir para essa tematica, concentrando-se nos conhecimentos
dos professores dos Anos Finais do Ensino Fundamental (AFEF) — 11 a 14 anos.
Nesse viés, para elucidar a investigagao pautada nos conhecimentos postos em agao
pelos professores, escolhemos o KQ, por ser uma ferramenta teorica constituida
pela pratica do professor em sala de aula e que possibilita a identificacdo dos
conhecimentos mobilizados no ato de ensinar (Rowland, 2013).
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Dada a problematica do estudo, neste contexto, utilizamos o KQ para atender
ao seguinte objetivo: identificar e compreender os conhecimentos geométricos
mobilizados por professoras de matemadtica, ao abordarem conceitos de
geometria para estudantes dos Anos Finais do Ensino Fundamental. Explicitamos
que s6 conseguimos “identificar e compreender” algo, quando conhecemos. Neste
sentido, com base em Rowland (2013), “[...] o KQ oferece aos professores e aos
pesquisadores tal quadro conceitual, particularmente, adequado para compreender
a contribui¢do do conhecimento do professor para o ensino de matematica®”.

Assim, nas proximas se¢oes, apresentaremos o que ¢ € como se desenvolveu
o KQ, ferramenta teorica utilizada para analise de situa¢des de ensino, os
conceitos relacionados aos conhecimentos geométricos; o contexto ¢ o método da
pesquisa; a analise dos dados; e as conclusdes.

2. KNOWLEDGE QUARTET E AS DIMENSOES DO CONHECIMENTO
DO PROFESSOR QUE ENSINA MATEMATICA

O quadro teodrico do KQ ¢ resultado dos estudos desenvolvidos por pesquisadores
inseridos no grupo Subject Knowledge in Mathematics — SKIMA —, na
Universidade de Cambridge. Estruturada inicialmente por Rowland et al. (2005),
essa ferramenta foi elaborada a partir da observagado e das filmagens de aulas
planejadas e ministradas por professores de matematica em formacao inicial. O
objetivo da pesquisa estava voltado a identificar, na pratica, a relagdo entre o
conhecimento do conteudo e o conhecimento pedagogico do conteudo que esses
futuros professores possuiam e a forma como utilizavam esses conhecimentos nas
suas atuagOes em sala de aula, uma vez que esse ambiente ¢ propicio para revelar
as agdes pedagodgicas dos professores. Nesse aspecto, o KQ difere dos conceitos
apresentados por Ball et al. (2008) quanto aos subdominios de conhecimento
que o professor precisa para obter sucesso em suas aulas, relacionados ao MKT.
Segundo Rowland (2013), o MKT visa desvendar e esclarecer as nogdes um tanto
evasivas e teoricamente subdesenvolvidas de SMK e PCK. J4, no KQ, a distin¢ao
entre os diferentes tipos de conhecimento matematico ¢ menos significativa do que
a classificacdo das situagdes em que o conhecimento matematico € discutido no
ensino. O KQ busca categorizar, no contexto da aula, eventos em que o professor
revela o conhecimento matematico na a¢ao de ensinar, isto ¢, remete as dimensoes
de conhecimento no ensino (Rowland, 2013).

3 «[...] the KQ offers practitioners and researchers such a conceptual framework, particularly

suited to understanding the contribution of teacher knowledge to mathematics teaching.”
(Rowland, 2013, p. 40).
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Ao se analisarem os dados produzidos, foram encontradas a¢des significantes
relacionadas a esses dominios de conhecimento (matematico e pedagdgico),
caracterizadas através de 18 codigos (Rowland et al., 2005). Feito isso, foram
propostas quatro amplas dimensdes (ou unidades) que englobam esses cddigos. As
dimensdessao: (i) Fundamento, (ii) Transformacgao, (iii) Conexaoe(iv) Contingéncia
(Rowland, 2013; Turner & Rowland, 2008). Ressaltamos que, por ser uma teoria
relativamente nova, o KQ vem sendo estudado e ampliado por outros pesquisadores
(Thwaites etal., 2011), além dos seus criadores; e novos codigos foram e vém sendo
identificados, de modo a aprimorar e ampliar a aplicabilidade do seu uso (Rowland
& Turner, 2017).

Posto isto, essa ferramenta de analise possibilita refletir tanto sobre o ensino
quanto sobre os conhecimentos mobilizados por professores de matematica a partir
da sua pratica pedagodgica em sala de aula. De acordo com os autores, 0 KQ ¢ uma
ferramenta abrangente para pensar maneiras de compreender e desvelar como o
conhecimento do contetido entra em jogo na sala de aula (Turner & Rowland, 2011).
NaTabelalestaodispostasasdimensdes e os seusrespectivos codigos contributivos.

TABELA 1
Descrigao das dimensdes do Knowledge Quartet

Dimensdo Codigos contributivos
Fundamento: — Consciéncia de propositos
Conhecimento e compreensdo da mateméatica — Uso de livros didaticos
por si s6 e da pedagogia especifica da — Dependéncia de procedimentos
matematica, crengas sobre a natureza — Identlf{cagio de erros
da matematica, os objetivos do ensino de — Dominio do contetido
matemética e as condigdes sob as quais os — Base tedrica da pedagogia
alunos aprenderdo melhor a matematica. — Uso de terminologia matemética
Transformagao: — Escolha de exemplos
Apresentacgdo de ideias aos alunos sob a — Escolha de representagdes
forma de analogias, ilustragdes, exemplos, ~— Uso de materiais instrucionais
explicagdes e demonstragdes. — Uso de demonstragdes para explicar
procedimentos
Conexdo: — Antecipagdo da complexidade
Sequenciamento de material para instrugdo — Decisdes sobre sequenciamento )
e conscientizagio das demandas cognitivas — Reconhecimento da adequagdo conceitual
relativas a diferentes topicos e tarefas. — Conexdes entre procedimentos
— Conexdes entre conceitos
Contingéncia: — Desvio de agenda
Capacidade de dar respostas convincentes, — Respostas as ideias dos alunos
fundamentadas e bem informadas a eventos — Uso de oportunidades
imprevistos e ndo planejados. — Insights do professor durante a aula
— Reacdo a (in)disponibilidade de ferramentas e
recursos

Nota: Rowland (2013, p. 25, tradugdo nossa)*
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A dimensao fundamento esta intrinsecamente ligada ao historico teorico e
as crengas do professor. Tem relagdo direta com o conhecimento construido na
escola e na universidade, desde a sua formacao inicial, o que, intencionalmente
ou ndo, o preparou para a atuagao em sala de aula. Difere das demais dimensoes,
pois estda fundamentada no conhecimento constituido, ¢ este ndo depende de
seu uso na pratica, pois permite que, a partir da juncdo desses conhecimentos
académicos e pessoais, a pessoa tenha competéncia para realizar escolhas ¢
estratégias pedagogicas fundamentais, independentemente de imitagao ou habito
(Rowland, 2013). E, portanto, a base para as demais dimensdes.

As trés ultimas dimensoes do KQ estdo vinculadas com a maneira como
o professor aplica o conhecimento na preparacdo e na conduc¢ado das suas aulas
(Rowland, 2013). Assim, na dimensao fransformag¢do encontra-se a observagao
de Shulman (1987, p. 15, traducdo nossa) de que a base de conhecimento para
o ensino distingue o professor de outras profissdes, pela “[...] capacidade de
um professor de transformar um conhecimento de contetido que ele possui, em
formas que sdo pedagogicamente poderosas” (Rowland, 2013).

A dimensdo conexdo se caracteriza pela coeréncia no planejamento de
tarefas para o ensino. Permite ao professor, através de uma aula ou uma sequéncia
delas, unificar os contetudos trabalhados e fazer conexdes entre diferentes
significados e descrigdes de conceitos particulares, ou entre formas alternativas de
representar conceitos e procedimentos (Rowland, 2013). Também possibilita, a
partir de uma sequéncia de conteudos, apresentar de forma coerente certos
assuntos, por mais complexos que sejam.

Por fim, a dimensao contingéncia esta relacionada as habilidades que os
professores detém para dar respostas em situagdes nao previstas no planejamento
das suas aulas (Rowland, 2013). Ainda que se possa prever alguns possiveis
cenarios no ambiente de aprendizagem, havera aqueles que ndo pertencem ao
corpus do planejamento inicial. Possivelmente, estes imprevistos podem
proporcionar beneficios tanto para o aluno que os gerou como também para
outros que nao necessariamente estavam envolvidos nas circunstancias iniciais.

Uma vez caracterizada cada dimensao, destacaremos algumas consideragdes
sobre os tipos de conhecimentos geométricos e os conceitos matematicos presentes
na secao de apresentacdo e analise dos dados.

4 O KQ esta em constante ampliagdo de codigos. Neste texto, usamos a sintese de codigos de
Rowland (2013).
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3. CONHECIMENTOS E CONCEITOS®> GEOMETRICOS

A geometria € a area da matematica de estudo das formas geométricas, do espago
e suas relagdes. De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (Secretaria
de Educagao Fundamental [SEF], 1998), sdo elementos fundamentais o ponto,
areta e o plano, e sua compreensdo contribui para a representacdo, a construgao e a
visualizagdo do espago, permitindo o desenvolvimento e a aquisi¢cao do pensamento
logico e dedutivo.

Gonseth (1945) distingue trés aspectos do conhecimento geométrico: o
intuitivo, o experimental e o teérico, que podem ser entendidos pelo seguinte
exemplo: “uma reta que passa por um ponto que ¢ interior a regido limitada por
uma circunferéncia vai interceptar ou nao essa circunferéncia?” (Pais, 1996,
p- 72). Intuitivamente, o estudante que fizer a constru¢do mental dessa situagao
podera chegar a conclusdo de que a reta intersectara a circunferéncia em dois pontos
distintos. A esse encadeamento informal de ideias que ocorre de maneira natural e
pode ser usado para aceitar ou negar o enunciado, chamamos de intui¢ao. No entanto,
esse mesmo resultado poderia ser constatado por meio da construcdo de um
desenho, o qual faz parte da construgdo experimental do conceito. Além disso, o
problema poderia ser solucionado também, fazendo uso da demonstragao formal,
sem necessariamente utilizar a nogao intuitiva ou experimental. Esse € o aspecto
teorico do conhecimento geométrico.

Desse modo, na educacao basica, os estudantes necessitam se envolver com
atividades que promovam a construgao desses aspectos, os quais sdo evidenciados em
documentos curriculares oficiais. Em particular, na unidade tematica “Geometria”,
da Base Nacional Comum Curricular® (BNCC), afirma-se:

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos ¢
procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento. Assim, nessa unidade tematica, estudar
posicdo e deslocamentos no espaco, formas e relagdes entre elementos de
figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos
alunos. Esse pensamento é necessario para investigar propriedades, fazer
conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes. (Ministério
da Educacao [ME], 2018, p. 269)

> Os conceitos e as defini¢des descritas nessa se¢io referem-se aos assuntos abordados nos

eventos criticos.

¢ A BNCC é um documento normativo que define aprendizagens essenciais para estudantes da
Educacao Basica e serve como referéncia nacional para a formulagdo dos curriculos (Brasil, 2018).
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Dessa forma, torna se imprescindivel o trabalho amplo do professor para ajudar
a promover essas aprendizagens, considerando os diversos aspectos conceituais
que envolvem a geometria plana e espacial. A geometria plana concentra-se em
compreender as propriedades associadas a objetos bidimensionais. Uma classe
importante desses objetos sdao os poligonos, regides fechadas delimitadas por
segmentos de reta. O quadrado, o triangulo, o paralelogramo e o trapézio sdo
exemplos de poligonos. Em particular, os poligonos regulares sao aqueles que
tém todos os lados e angulos congruentes. A seguir, enunciamos algumas das
propriedades dessa categoria de figuras planas (Dolce & Pompeo, 1997):

— Todo poligono regular pode ser inscrito numa circunferéncia, isto ¢,
existe um raio tal, que a circunferéncia correspondente contém todos os
vértices do poligono.

— Todo poligono regular pode ser circunscrito a uma circunferéncia, ou
seja, existe um valor para o raio, tal que a circunferéncia correspondente
tangéncia os pontos médios dos lados do poligono.

Observamos entdo que, por exemplo, os tridngulos equilateros, os quadrados
e os hexagonos regulares satisfazem a condig@o de ser um poligono regular. Em
se tratando de geometria espacial, esta contempla as propriedades dos objetos
tridimensionais. Como exemplo, temos os solidos geométricos como as pirdmides,
o octaedro, os prismas regulares, o cilindro, o cone ¢ a esfera. Notemos que os
corpos redondos citados podem ser obtidos por rotagdes do plano, isto ¢, existe uma
figura geométrica plana cuja rotagdo sobre certo eixo gera o solido. Para ilustrar,
consideremos, no plano cartesiano, os pontos 4 =(1,1), B=(-1,1), C=(-1,-1) e D=(1, -1).
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Figura 1. Representagdo do poligono ABCD no plano cartesiano
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Os eixos x e y s@o eixos de simetria da figura ABCD. Se girarmos 180° em
torno do eixo y, o solido formado ¢ o cilindro cuja base é uma circunferéncia de
raio 1, perpendicular ao eixo y. Note que poderiamos fazer o mesmo processo
utilizando o eixo x, obtendo assim o mesmo so6lido, cuja base seria perpendicular
ao eixo x. Isto é, o paralelogramo ABCD gera o cilindro através da rotacao pelo
eixo y ou x. Na Figura 2 observamos a rotagdo pelo eixo y.

Figura 2. Sélido formado pela rotagao do poligono ABCD sobre o eixo y

O processo de construgao da esfera e do cone segue de maneira similar. Por
exemplo, podemos considerar, respectivamente, a semicircunferéncia rotacionada
pelo diametro e o tridngulo isésceles rotacionado pelo seu eixo de simetria. Adiante
apresentaremos o contexto ¢ a metodologia da pesquisa.

4. CONTEXTO DO ESTUDO: DA PRODUCAO DOS DADOS A PROPOSTA DE ANALISE

Assumimos a metodologia de pesquisa de carater qualitativo, pois estamos
interessados em analisar e interpretar os dados de forma a entender o “como” e o
“porqué” de certos eventos ocorrerem numa trajetoria processual na totalidade,
considerando as falas, os gestos, os didlogos e as a¢des dos participantes.

Dentre as caracteristicas que podem ser atribuidas a pesquisa qualitativa,
destacamos aquelas indicadas por Garnica (2004), que nos auxiliam como escolha
metodoldgica: (i) a transitoriedade dos seus resultados; (ii) a impossibilidade de
uma hipdtese preestabelecida, que sera refutada ou comprovada no decorrer da
pesquisa; (iii) a nao neutralidade do pesquisador, que, em suas interpretagdes nao
consegue se desvencilhar das suas vivéncias pessoais; (iv) o processo tao importante
quanto o resultado; e (v) a impossibilidade de organizar regulamentacdes prévias,
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estaticas e generalistas em procedimentos sistematicos. Dispondo dessas premissas
e buscando uma aproximagao dialética entre universidade, escola e pesquisa,
os dados foram produzidos num contexto de formagao continuada de professores
em geometria, tendo a colaboragdo como norteadora das agdes desenvolvidas e o
espago escolar como o “lugar” da formagao.

As participantes da pesquisa constituiram um grupo com caracteristicas
colaborativas (Fiorentini, 2012), formado por duas professoras’ de matematica
da rede publica de ensino (PB e PV), a pesquisadora e uma mestranda. A
professora Beatriz tem formac¢ao em Pedagogia e complementagao pedagdgica
em Licenciatura em Matematica, e possuia, no momento da pesquisa, 14 anos
de experiéncia docente, em sua maior parte na Educacgao Infantil e em escolas
municipais. Ha trés anos ministra aulas de matematica, tanto em escolas municipais,
quanto estaduais do estado de Sao Paulo. J& a professora Vera cursou o magistério
e ¢ formada em Licenciatura em Matematica. Também atua em escolas estaduais e
municipais, com uma carreira docente de 9 anos até o momento da pesquisa.

O grupo foi organizado em margo de 2019, e a escolha dessas professoras
ocorreu, no nosso contato com a escola, pelo interesse® delas na tematica a ser
trabalhada e por seu envolvimento voluntario. A escola estadual esta localizada no
municipio de Santo André, estado de Sao Paulo. Houve um total de dez encontros,
sete com o envolvimento de todo o grupo, com duragdo de uma hora e meia cada e trés,
de duas horas/aulas cada um, nas dependéncias das salas de aula’ das professoras.
Em aula, o trabalho foi desenvolvido com estudantes do 9.° ano dos AFEF.

Cada encontro tinha uma finalidade na contribuigdo de um espacgo de
discussao e formagao, dividindo-se em momentos de planejamentos de tarefas
de geometria (encontros 3, 4 e 6), aplicacdo dessas tarefas em sala (encontros 5, 7
e 8) e posteriores reflexdes sobre a experiéncia de ensino realizada (encontros 6 ¢
9). No encontro 1 houve a apresentacdo das participantes, a realizagdo de uma
tarefa de cunho investigativo pelas professoras, proposta pelas pesquisadoras (ver
Ponte et al., 2016), e organizacao dos demais encontros pelo grupo.

Como havia uma preocupagdo em aproximar a teoria da pratica, ocorreram
momentos destinados a discussdes em torno do ensino da matematica, compreensoes

7 As professoras assinaram um termo de consentimento livre e esclarecido e neste texto,
serdo identificadas como PB (professora Beatriz) e PV (professora Vera). Os estudantes serdo

identificados como El, E2 e, assim, consecutivamente.
§ Inicialmente quatro professores se mostraram interessados, no entanto, por indisponibilidades

de horarios compativeis, optamos pelo trabalho apenas com estas duas professoras.
®  As aulas também foram consideradas como encontros.
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sobre a estrutura da BNCC, em especial a unidade tematica de geometria para os
AFEF, leitura e debates sobre textos tedricos — Martins e Curi (2018) e Stein e
Smith (2009) — (encontros 2 ¢ 10).

Neste artigo, o foco estd nas aulas ministradas, ja que pretendemos
identificar e compreender os conhecimentos geométricos mobilizados na pratica
das professoras. Assim, para melhor captura dos movimentos e das agdes em
sala de aula, utilizamos gravacdo em audio e video. Para a analise desse material,
recorremos ao modelo analitico sugerido por Powell et al., (2004), composto por sete
fases: (i) observar atentamente os dados de video; (ii) descrever esses dados; (iii)
identificar eventos criticos; (iv) transcrever; (v) codificar; (vi) construir o enredo; e
(vii) compor a narrativa. Esse processo interativo e ndo linear ajuda a compreender
os significados das dindmicas que ocorrem em determinado cendrio educacional.

O grupo planejou, conjuntamente, na perspectiva do trabalho colaborativo
(Saraiva & Ponte, 2003), duas tarefas de matematica com énfase em conceitos
geométricos, cada qual dividida em duas partes, tomando como referéncia as
habilidades requeridas no documento da BNCC — unidade de geometria. A
tarefa 1 contemplava conceitos de geometria plana e visava, na primeira parte
da tarefa, identificar e reconhecer figuras planas. Na segunda parte, o objetivo
era identificar propriedades dos quadrilateros, cuja habilidade requerida era
EF06MA20 — “Identificar caracteristicas dos quadrilateros, classifica-los em
relagdo a lados e a Angulos e reconhecer a inclusdo e a intersec¢do de classes
entre eles” (ME, 2018, p. 303).

Na tarefa 2, conceitos de geometria espacial foram aprofundados, em
particular, o trabalho com so6lidos geométricos. A proposta de aprendizagem na
primeira parte consistia em identificar caracteristicas dos solidos geométricos, e
a habilidade requerida era: EFO4MA17 — “Associar prismas e pirdmides a suas
planifica¢des e analisar, nomear € comparar seus atributos, estabelecendo relagdes
entre as representagdes planas e espaciais” (ME, 2018, p. 293). Na segunda parte, os
estudantes se envolveram na montagem dos solidos, partindo da sua planificagao.

Destacamos que, por ndo terem o costume de trabalhar com tarefas
investigativas e propor dindmicas em grupo (exploracdo de tarefas em pequenos
grupos), as professoras optaram por iniciar as atividades retomando alguns
conceitos ja conhecidos pelos estudantes em anos anteriores. Na sequéncia,
apresentamos as tarefas 1 (parte 2) e 2 (parte 1) conforme foram propostas
aos estudantes. Os respectivos conceitos, duvidas e dificuldades oriundos do
desenvolvimento das tarefas em aula sdao os objetos de discussdes nos eventos
criticos selecionados.
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Tarefa 1

Cole o quadrilatero que a professora te entregou no espago
e identifique suas caracteristicas:

- Lados opostos paralelos e iguais ()
- Diagonais diferentes ()

- Diagonais cortam-se no meio ()

- Angulos iguais e retos ()

- Diagonais iguais

- Lados iguais ()

- Diagonais perpendiculares ()

- Poligono regular ()

- Bases paralelas ()

- Possui dois angulos retos ()

- Diagonais néo se cortam ao meio ()
- Bases ndo iguais ()

- Lados diferentes ()

Figura 3. Tlustragdo Tarefa 1 — Parte 2

Considerando o ambiente da sala de aula interativo e dindmico (repleto de
multiplas situagdes corriqueiras e/ou inesperadas), e para delimitarmos a imensa
gama de dados encontrados, buscamos identificar episodios de aula que melhor se
enquadrassem ao objetivo do estudo. Nessa linha, selecionamos eventos criticos,
que “[...] podem ser descritos como sequéncias conectadas de expressdes e
acdes que, dentro do contexto das nossas — a priori ou a posteriori — questoes de
pesquisa, requerem explicagdo por nos, pelos estudantes ou por todos” (Powell et
al., 2004, p. 104, énfases no original).

E consideravel ponderar que a selegéio desses eventos criticos ocorreu apos
os contetidos dos videos serem vistos e revistos, de maneira detalhada. Em um
primeiro momento, observamos cada aula em particular, buscando associar os
dialogos e os comportamentos das participantes as dimensdes e codigos do KQ.
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Apos identificarmos esses aspectos, elegemos os eventos mais representativos
nessa dinamica. Assim, foram atribuidas tematicas para expressar o conteiido do
evento critico.

Para analise dos dados, utilizamos o KQ como uma lente tedrica para
interpretar os eventos selecionados, visando identificar em quais situacgdes
cada dimensao ¢ revelada. Para auxiliar nessa identificacdo, baseamo-nos no
trabalho de Oliveira e Cyrino (2015), de forma a apresentar e analisar os dados,
evidenciando a relag@o entre os dialogos expostos e a presenca das dimensdes e
dos codigos em cada evento. Na Figura 5 ilustramos esse aporte.

LEGENDA
Fundamento _
Transformagdo _
Conexao
Contingéncia _

Figura 5. Dimensodes do KQ, em cores
Nota: Adaptado de Oliveira e Cyrino (2015)

Na sequéncia, exporemos a apresentagao e a analise dos dados. Os aspectos
que serao considerados para analise sdo as agcdes desencadeadas pelas professoras,
na pratica de ensino, que evidenciam os conhecimentos geométricos mobilizados
em exercicio, pautado no trabalho colaborativo.

5. APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS

Ao analisar os dados, categorizamos os eventos criticos a partir da incidéncia de
vezes que cada professora fez referéncia a alguma(s) das dimensoes do KQ em sala
de aula (Tabela II). Além disso, ao longo do artigo, destacamos breves didlogos
entre os membros do grupo para fortalecer a compreensao das discussoes e
das reflexdes ocorridas durante os momentos de formacgao.
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TABELA 1I
Numero de eventos criticos classificados por dimensao

Encontro'® 5 Encontro 7 Encontro 8

DIMENSAO Aula Beatriz Aula Vera Aula Vera Aula Beatriz TOTAL

Tarefa 1 Tarefa 2 Tarefa 2
Fundamento 3 7 5 1 16
Transformagdo 7 3 7 1 18
Conexdo 1 7 1 4 13
Contingéncia 4 7 7 9 27
Total " 20 30 31 27 108

Como era esperado, situagdes relacionadas a dimensao contingéncia foram
as que mais apareceram em ambas as aulas das professoras, em que as duas
tarefas foram aplicadas e compuseram a presencga de todos os seus codigos: desvio
de agenda, respondendo as ideias dos alunos; uso de oportunidades, insights
do professor durante a aula; e reagdo a (in)disponibilidade de ferramentas e
recursos. A dimensao transformag¢do vem logo na sequéncia, atrelada aos codigos
escolha de representagdo; escolha de exemplos e uso de materiais instrucionais.

Em oposigdo a estas duas dimensdes, observamos que a dimensao
fundamento e a conexdo se revelaram de maneira mais sutil, a primeira reportada
pelos codigos base teorica da pedagogia; uso de terminologia; e dependéncias de
procedimentos, e a segunda correlatada com todos os seus codigos: antecipagdo
da complexidade; decisées sobre sequenciamento; reconhecimento da adequagdo
conceitual; conexdes entre procedimentos, e conexoes entre conceitos. Inferimos
que, por ser a dimensdo fundamento o eixo que abarca as crengas, as vivéncias ¢ a
interiorizagdo do entendimento da matematica por cada individuo; e por constituir
a base para as tomadas de decisoes, o planejamento das tarefas foi o momento em
que esses conhecimentos se manifestaram em larga escala (Gumiero & Pazuch,
2021a; Gumiero & Pazuch, 2021b).

Dado o panorama das dimensdes e dos codigos do KQ que emergiram
na pratica de ensino investigada, dentre os 96 eventos criticos identificados,
40 referentes as aulas em que a tarefa 1 foi aplicada e 56 na aplicagdo da
tarefa 2, selecionamos alguns desses eventos que melhor elucidam o contexto

10 No encontro 5 as duas professoras desenvolveram a aula no mesmo dia, o que ndo ocorreu nos
encontros 7 e 8.

' Doze eventos foram classificados com mais de uma dimensio.

CcOBTTE| Relime 26 (1), Marzo 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

CONHECIMENTOS GEOMETRICOS MOBILIZADOS NA PRATICA DO PROFESSOR 63

— sala de aula, professor-aluno e professor-KQ. Ressaltamos que os eventos
criticos selecionados versam sobre quatro momentos considerados relevantes para
discussao e entendimento de como os conhecimentos geométricos sao mobilizados
em agao pelas professoras.

Os eventos | e 2 contemplam uma contingéncia gerada pelos estudantes sobre
a defini¢ao de poligono regular, ao se envolverem na tarefa sobre quadrilateros,
evidenciando o procedimento de resposta e a reagao de cada professora a situagao
vivenciada. Os eventos 3 e 4, relacionados a aplicacdo da tarefa sobre solidos
geométricos, apresentam momentos em que os conhecimentos matematicos e
pedagdgicos da professora Vera sdo expostos na correcdo da tarefa, destacando
sua movimentagao para escolher as estratégias e os exemplos para a condugao
da explicacdo.

Em um primeiro momento, apresentaremos dois eventos que revelam a
ocorréncia de situagdes analogas em ambas as aulas das professoras, porém cada uma
delas reagiu de maneira diferente. O evento critico 1 foi identificado no Encontro
5, especificamente na aula da PB. Em um certo momento do andamento da aula, o
estudante E1 questionou a PB sobre o que ¢ um poligono regular, o que significou
para a professora um momento contingente, como se mostra no excerto a seguir.

Evento Critico 1: Defini¢cdo de conceitos — “Poligono regular” — Tarefa 1 — Parte 2

[01] EI: O que ¢ um poligono regular?

[02] PB: Oi?

[03] EI: O que é um poligono regular?

[A professora ignora a pergunta da estudante e coloca atencdo em outra
caracteristica do quadrilatero da tarefa.]

[04] PB: Possui dois angulos retos...

[05] EIl: Professora, o que ¢ um poligono regular?

[06] E2: Professora, eu ndo estou entendendo.

[A professora vai para o canto da sala, onde fica a sua mesa e pega o celular. Ela,
entdo, pesquisa a defini¢do de poligono regular.]

[07] E2: Professora!

[08] PB: Oi.

[09] E2: Vem aqui.

[Enquanto a professora caminha em diregdo a estudante, ela vai lendo em voz alta
a definicao de poligono regular encontrada no celular.]

[10] PB: “Um poligono diz-se regular se tiver todos os seus lados e dngulos iguais,
sejam eles internos ou externos. Todo poligono regular pode ser inscrito em uma
circunferéncia’.

[11] E2: Professora, explica o que vocé leu.

[A professora 1€ novamente.]
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[12] PB: “Um poligono diz-se regular se todos os seus lados e dngulos sdo iguais... se
todos os seus lados e dngulos sdo iguais...”. Entdo tem lados iguais? (Refere-se a
uma caracteristica do quadrilatero.)

[Alguns estudantes respondem sim e outros nao.]

[13] PB: Forma um dangulo igual? [Faz o desenho de um angulo de 90.° com as maos].
Nos dois lados? Entdo ele ¢ um poligono regular. Se ndo formam angulos iguais,
nem lados iguais, ndo é regular.

(Sala de aula, professora Beatriz, 11 abr. 2019)

No trabalho com a tarefa que envolvia os quadrilateros, os estudantes
apresentaram dificuldades na compreensdo de alguns conceitos, como retas
paralelas, retas perpendiculares e o que seria poligono regular. Na aula da PB,
ao transparecer essas dificuldades, a professora nao havia atentado, na fase de
planejamento da tarefa, a definigdo do conceito de poligono regular, o que gerou um
desconforto quando um estudante levantou esta questao. Por meio da contingéncia
iniciada pelo questionamento do estudante, a fala da PB sugere que nao sabe ou
ndo lembra essa defini¢do. Assim, em um primeiro instante, ela nao considera
a pergunta do aluno, mas na sequéncia se utiliza de um suporte tecnologico, o
celular, para buscar a informacao e responder ao aluno. Caracterizamos que isso
desencadeou a contingéncia, no turno [10]. Apds fazer a leitura da definicao,
a divida ndo foi sanada, o que indica também uma possivel dificuldade de
compreensao por parte da professora. Aqui ficou visivel a lacuna relacionada
a dimensao fundamento, pois a maneira como a professora se orienta para
responder a contingéncia gerada revela a lacuna de conhecimento sobre o assunto.

O evento critico 2 retrata uma situagdo andloga ao evento anterior, na qual
a PV, assim como na aula da PB, ¢ confrontada pela duvida dos estudantes sobre
poligonos regulares no momento de realizag@o da tarefa sobre quadrilateros pelos
estudantes. Diferentemente de PB, PV responde ao questionamento do aluno de
maneira imediata, como visto no turno [15] a seguir.

Evento critico 2: Defini¢do de conceitos — “Poligono regular” — Tarefa 1- Parte 2

[14] EIl: Professora, o que ¢ poligono regular?

[15] PV: Poligono regular... é quando tenho so... como posso explicar... quando tem,
quando todos os angulos sdo iguais dentro do... da figura. [...]
[Vai para outra dupla de estudantes.]

[16] PV:/...] Poligonos... Gente, poligono regular é que tem angulos iguais, tudo bem?
(Fala isso em voz alta para a sala toda) sdo dngulos iguais, ok?

[17] E2: Essa aqui que eu ndo entendi.

[18] PYV: Poligono regular sdo angulos iguais, todos os angulos sdo?... esse angulo é
igual a esse? E igual a esse ¢ a esse?
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[19] E2: Nao.

[20] PV: Entdo nao é.

[21] E2: Esse aqui, professora.

[22] PV: Diagonais perpendiculares?

[23] E2: Nao, professora, o debaixo.

[24] PV: Poligono regular é o que eu lhe falei, poligono regular sdo figuras planas que
tém todos os dngulos iguais.

[25] E2: Os dois, nao ¢?

[26] PV: Aqui, por exemplo, aqui é um angulo, aqui é um angulo, aqui é um dngulo, aqui
¢ um dangulo, eles sdo iguais?

[27] E2: Nao.

[28] PV: Entao esse daqui ¢ um poligono regular?

[29] E2: Nao.

[30] PV: Nao, nao é. Vou dar um exemplo de um que é. A folha de sulfite, tem um angulo
aqui, um angulo aqui, um dngulo aqui, um angulo aqui, sdo iguais?

[31] E2: Sao iguais.

[32] PV: Aié, entendeu?

[33] E2: Entendi...
(Sala de aula, professora Vera, 11 abr. 2019)

Contudo, nota-se que a professora ndo possui o entendimento claro e correto
dessa definicao, conforme exposto nos turnos [15], [16] e [24]. Em sua concepcao,
ela considera que, se uma figura geométrica possuir todos os seus angulos internos
e externos iguais ¢ suficiente para ser classificado como poligono regular, algo
equivocado. Percebemos de maneira mais intensa essa compreensdo, quando ela
exemplifica que a folha sulfite é um poligono regular, visto no turno [30], o que implicou
na construc¢ao de um entendimento errdneo, também por parte dos estudantes.

Nas duas situagdes descritas, dimensdes do KQ foram reveladas nas acoes
das professoras: fundamento e conexdo na aula de Beatriz e fundamento
e transformag¢do na aula de Vera, com destaque para a dimensdo contingéncia,
que emergiu em ambas. Em particular, associada ao codigo — respostas as ideias
dos alunos, atrelado de maneira as dificuldades do professor. Resultados
ampliados sobre a dimensdo contingéncia, sobre este grupo com caracteristicas
colaborativas podem ser encontrados em Gumiero e Pazuch (2021b).

Ap0s a aula, refletimos sobre a abordagem e apresentamos um episodio
em video que enfatizou esses aspectos. No didlogo, destacamos as reagdes das
professoras. PB compartilha: “Durante o video, precisei consultar meu celular...
vejam s0, (consultando o celular enquanto assistia). Eu realmente ndo tinha
a lembranca... Felizmente, temos esses recursos para auxiliar no momento,
para refrescar a memoria.” [...| Como mencionei no primeiro encontro, minha
formacgdo ndo é muito sdlida, entdo preciso refletir antes de responder ”. Por
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sua vez, PV pondera: “As vezes, os termos técnicos nos levam a pensar ‘ah,
entendi’. Mas acredito que consegui responder depois: ‘todos os lados iguais,
todos os angulos iguais’. Sabe, por qué? Fico considerando que ha alunos que
desconhecem o conceito de angulo. Entdo, é nesse ponto que me detenho...” Na
sequéncia, a pesquisadora intercede para esclarecer: “Isso mesmo, mencionar
‘todos os dngulos iguais’ também integra a defini¢dao de um poligono regular,
concorda? Bastaria complementar com ‘todos os lados iguais’ para dissipar a
duvida sobre se um retangulo é um poligono regular apenas por possuir dngulos
iguais.” PV indica que retomara esse conceito com os alunos, conforme sugerido:
“Exato, mas planejo abordar isso novamente com eles. Vou perguntar: ‘Pessoal,
quem recorda...?’ Farei essa pergunta de maneira descontraida. ‘Vocés se
lembram do retangulo sobre o qual mencionei que era um poligono regular? Eu
disse que era ou ndo era?’ Vou questionar dessa forma (visos).”

No que segue, daremos énfase a uma situacdo que se desdobrou a partir da
correcdo de uma das caracteristicas presentes na tarefa sobre sélidos geométricos.
O evento critico 3 descreve o modo como a PV encara a dificuldade apresentada
pelos estudantes na compreensdo de conceitos geométricos relacionados a rotacio
de figuras planas, como exposto na sequéncia.

Evento Critico 3: Defini¢do de conceitos — “Rotagdo de figuras planas”
— Tarefa 2 — Parte 1

[34] PV: [...] A caracteristica seis, fala assim: possui um paralelogramo que gira em
torno do seu eixo”, e ai?

[35] ESTUDANTES: Professora, octaedro.

[36] PV:Octaedro? Olha, vocés acham? ... o eixo do octaedro seria a unido desse vértice
de cima... uma reta, né? Que une esse vértice de cima com esse vértice debaixo
(mostra na folha). Tem apenas um paralelogramo que gira em torno desse eixo?
[Os estudantes nao respondem.]

[37] PV: Observando...

[38] EI: Ah! Néo sei, aqui... ndo.

[39] PV: Primeiro, né, o paralelogramo que gira vai ser qual figura geométrica?
Quando giro alguma coisa o que é que forma? Uma esfera, ou... um corpo
redondo, né? Entdo ele estaria ou no cone, ou no cilindro. Se eu desmontar um
cone ou desmontar um cilindro...

[40] E2: Nao entendi!

[41] PV: Se eu desmontar um cone ou um cilindro... qual dessas figuras vai ter um
paralelogramo na planifica¢do?

[Os estudantes ficam meio receosos em responder.]

[42] PV: Ocilindro né, pessoal?! Porque o cone se vocé desmontar ele, o “chapeuzinho”,

quando nos planificamos ndo forma um paralelogramo, ou seja, uma figura que
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tem quatro lados. O cilindro, se vocé desmontar vai... o rolinho de papel higiénico,
vai... forma uma figura de quatro lados se vocé desmontar, entdo é o cilindro.
Alguém ai acertou essa dai?
[Os estudantes nao respondem.]

[43] PV: Essa foi um pouquinho mais dificil né? [...]
(Sala de aula, professora Vera, 6 maio 2019)

Neste evento, vemos que a dimensio transformag¢do, denotada pelos
codigos escolha de representagdo e escolha de exemplos, conduziu a explicagio
da professora, de modo a fazer conexdes para antecipar a complexidade que esta
parte da tarefa requeria. Nos turnos [36], [39] e [41], ela instiga os estudantes
a visualizarem que o octaedro ndo pode ser gerado por uma rotacao, ja que
rotagdes geram corpos redondos, € o octaedro ndo esta incluso nessa classe. Para
finalizar o raciocinio, ela se utiliza de um exemplo préatico, associando o formato
do rolo de papel higiénico ao cilindro.

Na mesma aula da PV, no decorrer da correcdo da mesma tarefa, um
questionamento do E1 gerou uma discussdo interessante e que poderia ter sido
mais explorada pela professora, como notado no recorte a seguir.

Evento Critico 4: Defini¢do de conceitos — “Todo quadrado é um retangulo?”
— Tarefa 2 — Parte 1

[44] EI: Professora, o cubo ¢ uma piramide?

[45] PV:Oi?

[46] EI: Eu nio prestei atengao, desculpa, mas porque o cubo ¢ uma piramide?

[47] PV:Eletem... ele tem laterais retangulares. O quadrado ele é um retangulo também.

[48] El:Professora, masparamim o retdngulo ele tem dois quadrados emum, tipo do lado.

[49] PV: Ndo, o retangulo é uma figura plana, né, quatro lados e tem 4 angulos de 90
graus, essa é a caracteristica do retangulo.

[50] EI: Mas, professora, o quadrado tem os 4 lados iguais.

[51] PV: Sim, pode ter retangulo que tem os 4 lados iguais, que sdo os quadrados.

[52] E2: O qué?

[53] PV: Sim, oh! Por exemplo, tem os retdngulos, né? (Escreve retangulo na lousa)
entdo, tem vdrios tipos de retangulos, tem os que tem dois lados iguais, dois lados
diferentes e tem os retangulos que tém os 4 lados iguais. Esses retangulos que tém
os 4 lados iguais ou congruentes sdo os quadrados.

[54] El: Entdo todo quadrado é um retangulo?

[55]1 PV: Todo quadrado é um retdngulo, mas nem todo retangulo é um quadrado.

[56] EI: Oh, meu Deus! (Coloca a mao na cabega e faz gesto de explosio).

(Sala de aula, professora Vera, 06 maio 2019)
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Ao expor uma duvida a classe, (turnos [44] e [46]), o estudante abriu uma
oportunidade para que um conceito mais amplo pudesse ser explanado pela
professora, como vemos no turno [54]. Nesse trecho, identificamos o codigo
associado ao uso de oportunidades, da dimensdo contingéncia. Entretanto, a
professora poderia ter aproveitado esse insight do aluno de modo consistente,
para elucidar o que afirma no turno [55]. Uma possibilidade seria demonstrar
o que fora dito no turno [55] por meio da comparagdo entre as propriedades de
cada figura geométrica. Por exemplo, considerando a seguinte afirmacao: “7Todo
quadrado é retdngulo”, notamos que, para uma figura ser retdngulo, deve ser um
paralelogramo e satisfazer as seguintes condig¢des:

— Diagonais congruentes;
— Lados opostos congruentes;
— Todos os angulos internos retos;

Como observamos na Figura 6, o quadrado cumpre todas as condigdes indicadas,
caracterizando-se também como retangulo, satisfazendo a afirmacao inicial.

a=90°

Figura 6. llustracdo de um quadrado

A afirmacdo reciproca poderia ser trabalhada de maneira analoga. Por
exemplo, observamos que todo quadrado, além das caracteristicas citadas
anteriormente, deve cumprir os seguintes requisitos:

— Diagonais perpendiculares;
— Todos os lados congruentes.

Dessa forma, a professora poderia ter construido na lousa retangulos
com medidas que ndo se enquadram nas propriedades apontadas; por exemplo,
um retangulo com medidas 2 u.c e 3 u.c., o que facilitaria a visualizacao, pelo
aluno, de que a reciproca nao ¢ verdadeira.

Além disso, outra possibilidade seria explorar a relagao entre as categorias
expostas no seguinte diagrama:
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Quadrilateros
Trapézios

Paralelogramos

retangulos (Quadrados) Losangos

Figura 7. Relagdes de inclusao entre os conjuntos dos quadrilateros notaveis
Nota: Tomado de Nacarato et al., (2016)

Como podemos observar, além da inclusdo da categoria dos quadrados na
categoria dos retangulos, Vera poderia ter explorado que quadrados também
podem ser classificados como uma subcategoria dos losangos. Esses subconjuntos
estdo contidos na categoria dos paralelogramos, que, por sua vez, estdo contidos
na categoria dos trapézios. E todos esses objetos geométricos sdo quadrilateros.
Dessa forma, a categoria dos quadrilateros contém todas as outras categorias
supracitadas. Nesse contexto, indicamos que a professora poderia ter feito uma
conexao entre a tarefa de quadrilateros e essa, envolvendo a planificagdo de
solidos geométricos. A partir disso, discutiremos os resultados e as conclusdes.

6. DISCcUSSAO DOS RESULTADOS

O objetivo do artigo foi identificar e compreender os conhecimentos geométricos
mobilizados por professoras de matematica, ao abordarem conceitos de
geometria para estudantes dos Anos Finais do Ensino Fundamental. Como a
estrutura do KQ ainda é pouco explorada por pesquisadores brasileiros, visamos
com este trabalho contribuir para a divulgacdo e a difusdo dessa ferramenta
tedrica na area da Educagdao Matematica e, a exemplo de Alves et al. (2018) o foco
de analise sdo as agoes desencadeadas por professores em formagdo continuada.

Com base no conteudo exposto na se¢ao anterior, na Tabela III, apresentamos
a interligagdo entre os eventos criticos analisados, suas dimensdes correspondentes
e os codigos identificados para cada um.
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Relagdo entre os eventos criticos e as dimensdes / codigos do KQ
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TABELA 111

conceitos

Dimensiio Cédicos Evento Evento Evento Evento
i i oy oy By oy
& Critico 1 | Critico 2 | Critico 3 | Critico 4
Consciéncia de
. X X
propositos
Uso de livros didaticos
Dependéncia de X
procedimentos
Fundamento | Identificacdo de erros X X
Dominio do conteudo X X
Base tedrica da X
pedagogia
Uso de terminologia
L. X X X X
matematica
Escolha de exemplos X X X
Escolha de
~ X X
representagdes
Transformagio Uso de materiais
instrucionais
Uso de demonstragdes
para explicar
procedimentos
Antecipagao da X
complexidade
Decisdes sobre
. X X X
sequenclamento
o Reconhecimento da
Conexao N . X X
adequacao conceitual
Conex0es entre
. X X
procedimentos
Conexdes entre
X X X
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Desvio de agenda X
Respostas as ideias dos
X X X
alunos
Uso de oportunidades X
Contingéncia | 1, iohts do professor «

durante a aula

Reacdo a
(in)disponibilidade de
ferramentas e recursos

Na interpretacdo de cada evento, as quatro dimensdes do KQ foram
evidenciadas no decorrer da atuacdo de cada professora em sala de aula,
independentemente da situacdo em que se desencadearam ou com as quais
foram confrontadas. A dimensao fundamento, que versa sobre o conhecimento
construido ao longo da formagao inicial ou continuada e sobre a maneira pelas
quais as escolhas didaticas e pedagogicas sdo feitas, com base nas crengas e nas
intengdes interiorizadas do professor, nesta investigagdo, manifestou-se como
uma lacuna no conhecimento matematico das professoras, segundo observado nos
eventos 1 e 2. Ao trabalharem com uma tarefa envolvendo o conceito de poligono
regular, as professoras denotam falhas de conhecimentos elementares para a
explicacdo e a exemplificagdo do entendimento dessa nogao pelos estudantes.

No evento 1 ficou explicita a necessidade de uma base tedrica que
permitisse a Beatriz lidar com a divida do estudante de maneira a finda-la.
Como notado nos turnos [01], [03] e [05] desse evento, a contingéncia gerada
pelo fator desencadeador — estudante (Rowland et al., 2015) — conduziu duas
acoes de Beatriz: (i) ignorar a fala do estudante e (ii) reconhecé-la e incorpora-
la. Essa ocorréncia sugere que, apesar de Beatriz possuir uma vasta experiéncia
em sala de aula, principalmente na Educacao Infantil, seu conhecimento sobre
matematica ndo estava relacionado aos conceitos especificos abordados na aula.
Isso pode ser devido ao fato de que, ao complementar sua graduagao, ela ndo teve
a oportunidade de estudar profundamente aspectos matematicos, especialmente
conceitos geométricos.

No entanto, mesmo nao lembrando ou reconhecendo a definicdo do
conceito geométrico discutido, ela busca meios para sanar a davida do estudante.
Identificamos nessa ocorréncia que Beatriz tem um insight, ao recorrer ao celular
como ferramenta didatica, além de desviar da agenda, ja que essa agdo nao estava
prevista. Assim, ainda que de forma provisoria, consegue resolver a situagao,
ja que os estudantes ainda permaneceram sem compreender o conceito.
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No evento 2, Vera também se vé em uma condi¢do que deixa transparecer
um entendimento incorreto sobre o que ¢ poligono regular. Contudo, ao contrario
de Beatriz, rapidamente ela interage e responde ao estudante. Mesmo dispondo
de uma vasta experiéncia no ensino da matematica, ela apresenta indicios de
ndo possuir naquele momento a compreensao adequada para construir com
os estudantes o significado correto desse conceito. Nesse caso, parece estar
enraizada e, de fato, ela parece acreditar e considerar verdadeira a hipdtese de
que, se uma figura possuir todos os angulos congruentes, entdo é um poligono
regular. Essa crenga e esse entendimento estdo tdo claros para ela que, na hora
de exemplificar, ela se utiliza de um exemplo ligado a sua concepgao de poligono
regular, mesmo sendo essa equivocada.

No caso de Vera, essa lacuna pode ser considerada “instantanea”, indicando
que ndo houve uma preparagdo adequada para o que seria discutido em sala de aula.
Isso pode ser atribuido tanto a forma como conceitos geométricos sdo abordados
nos curriculos e livros didaticos, quanto a maneira como esses contetudos sao
trabalhados em aula. Muitas vezes, esses temas nao recebem a devida atengado
durante as aulas, seja por serem deixados ao critério do professor ou por serem
tratados de forma superficial, conforme observado pelas professoras. Essa situagao
acaba relegando o conhecimento especifico do conteudo para um segundo plano.
Diante desses doisacontecimentos, a presenga dadimensdo contingéncia é evidente,
uma vez que ela se volta aos conhecimentos e as habilidades do professor para
responder de maneira segura ¢ condizente aos questionamentos dos estudantes em
meio a eventualidades inesperadas, o codigo “responder as ideias dos estudantes”
pode ajudar a identificar tais dificuldades e levar os professores a refletir
sobre suas proprias lacunas, esperando-se que sejam percebidas e superadas.

Nesse viés, enaltecemos a importancia de espagos de discussdes que
promovam o compartilhamento de experiéncias e anseios que permeiam
a profissdo docente em suas diferentes perspectivas. Os grupos colaborativos ou
que apresentam caracteristicas colaborativas (Fiorentini, 2012) sdo ambientes
que tém esse propodsito de aproximar, dialogar ¢ incentivar a troca de ideias ¢
conhecimentos entre os pares, contribuindo para o desenvolvimento profissional
de cada um. Nas intera¢gdes subsequentes, destacamos as interagdes das
professoras. PB menciona: “Estamos aprendendo muito.” PV acrescenta: “Nos
também precisamos disso. O trabalho de professor ¢ muito solitario...[...] Embora
tenhamos nossa pratica, raramente discutimos com outros porque ninguém além
dos alunos assiste nossas aulas.” Ela enfatiza: “Mas é importante trazermos essa
reflexdo para melhorar... é interessante termos essa perspectiva, ja que nossa
pratica é isolada; os alunos nao podem nos avaliar, pois tém uma visdo diferente
danossa, nossas fun¢oes sdo distintas”. Os momentos de formacao visaram
integrar aspectos teorico-metodologicos as praticas das professoras, apoiada no
compartilhamento de conhecimentos, nas reflexdes e no engajamento do grupo.
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Neste estudo, ndo visamos imprimir um julgamento do conhecimento do
professor, mas identificar e compreender as relagdes das professoras com a lacuna
nos contetidos geométricos, uma vez que eles podem apresentar-se de forma local
— e tendem a isso. As situagdes apresentadas nos eventos 3 e 4 corroboram essa
afirmativa. No evento 3, ao corrigir a tarefa sobre sélidos geométricos, Vera
expressa deter o conhecimento matematico e didatico capaz de identificar um erro
de interpretacao dos estudantes, quando se deparam com um conceito novo ou com
o qual ainda ndo tinham intimidade — por exemplo, rotacdes de figuras planas.

Durante toda a corre¢do a professora tentou instigar os estudantes a
reconhecerem o equivoco, ao considerarem que o octaedro ¢ uma figura gerada
pela rotacdo de um paralelogramo. Assim, ao utilizar-se de exemplos e representagdes
para desencadear a visualizagao do espago tridimensional pelos estudantes, as
dimensodes conexdo e transformagdo tiveram destaque nesse evento, evidenciando
a capacidade da professora de observar a dificuldade dos estudantes e tomar
iniciativas que contribuissem para a solucéo correta da tarefa. Nessa oportunidade
todos os codigos da dimensdo conexdo ficaram evidentes.

No evento 4, no decorrer da corregdo da tarefa sobre solidos (contingéncia),
por mais que a dimensdo conexdo fosse revelada através das conexdes entre
conceitos e procedimentos, a professora ndo utilizou a oportunidade do
questionamento para ampliar, generalizar e contextualizar conceitos matematicos
que foram abordados ao longo da aplicag@o das tarefas. Esse momento poderia
ser mais aproveitado na/para aprendizagem dos estudantes, pois estudos tem
sinalizado as dificuldades dos estudantes na compreensao dos conceitos sobre
quadrilateros. Em particular, para reconhecer um quadrado em outras posicoes;
denomina-lo como losango (Inoue, 2004); e reconhecer as propriedades das
figuras geométricas (Proenga & Pirola, 2009).

Dessa forma, mesmo havendo o planejamento e a elaboragdo das tarefas
em conjunto pelo grupo com caracteristicas colaborativas, percebemos que no
exercicio docente é que os professores manifestam o modo como entendem a
matematica e seguem suas crencas ¢ decisdes individualmente, advindas de uma
série de fatores que os fazem desenvolver suas proprias estratégias de ensino.
Assim, como pontuado por Ribeiro et al. (2009), entendemos que o conhecimento
profissional deve ser considerado em suas multiplas facetas, uma vez que o modo
como o ensino ¢ realizado esta em acordo com as crengas do professor e seus
objetivos, especificos a cada situagdo ou gerais. Além do que, os objetivos tendem
a mudar ou a organizar-se a medida que a dindmica de aula ocorre.

O conhecimento mobilizado no processo de ensino passa por conflitos nas
escolhas do professor sobre o que se quer ensinar, o que se sabe ensinar € o que
¢é necessario ensinar; e isso vai depender de como a formagdo, o conhecimento
e a experiéncia da pratica se comunicam. Oliveira e Ponte (1997) indicam que o
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conhecimento de professores e futuros professores sobre os conceitos
matematicos e também sobre a aprendizagem dessa disciplina, marcada por
sérias incompreensdes, apresenta-se, muitas vezes, limitado. Para esses autores,
“parece haver lacunas no conhecimento de base dos assuntos que ensinam e no
modo como eles podem ser aprendidos” (Oliveira & Ponte, 1997, p. 10).

No ensino de geometria, plana ou espacial, os professores denotam ter
dificuldades ainda maiores e acabam por nao explorar de forma ampla os
conteudos que a compdem. Pereira (2001) especifica razdes para que isso ocorra:
problemas na formagao de professores, omissdo de contetidos geométricos
nos livros didaticos e influéncia do Movimento da Matematica Moderna nos
curriculos nas décadas de 1960/1970. Em seu estudo sobre a geometria escolar,
evidencia a necessidade de “[...] discussoes de novas abordagens, redimensionadas
em conceitos e atividades que significativamente impulsionem o processo de
aquisi¢@o — ensino e aprendizagem da geometria, com novas leituras para novas
propostas de ensino” (Pereira, 2001, p. 66).

Nessa perspectiva, a elaboracao de tarefas de geometria, em especial, em
contextos colaborativos pode ser uma oportunidade para pensar novas maneiras
de trabalhar com esses conceitos e, sobretudo, promover a reflexdo (Schon, 1992)
coletiva e individual sobre a pratica letiva, sobre o que se ensina e o porqué. As
discussoes provenientes desses compartilhamentos de ideias levam a produgio
de conhecimentos e revelam as dificuldades, as crencas e as aprendizagens sobre
conceitos geométricos.

No processo de ensinar, o professor mobiliza saberes oriundos da formagao
inicial, porém sua constitui¢ao se faz, sobretudo, na reflexao sobre a pratica,
a partir da sala de aula, entendendo que os “saberes docentes sdo construidos e
reconstruidos nas interagdes e relacionamentos do professor” (Manrique &
André, 2006, p. 146). Desta forma, nas situacdes de ensino ha oportunidades para
a mobilizacdo dos conhecimentos geométricos mobilizados pelos professores que
ensinam matematica.

7. CONCLUSOES

Com base nos conhecimentos mobilizados na pratica das professoras ¢ tomando
os eventos criticos analisados, identificamos a presenga das quatro dimensoes
do KQ nas ag¢des das duas professoras analisadas. Como o foco de observacao
estava na dindmica que ocorreu em sala, no momento do ensino, as dimensdes
Jfundamento e contingéncia tiveram destaque.
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A sala de aula, por ser um espago enérgico, dindmico e heterogéneo, favorece
acontecimentos inesperados, e o professor, mesmo tendo feito o planejamento da
sua aula, acaba por se deparar com imprevistos, o que requer habilidades para
encara-las. Nos eventos apresentados, notamos alguns desses imprevistos ¢
a maneira como foram resolvidos. Nas andlises, a primeira e a ultima dimensao
do KQ ali se veiculam, uma vez que nos eventos 1 e 2 as professoras tiveram
contratempos didaticos e conceituais para responderem as indagagdes oriundas
dos estudantes. Esses obstaculos estdo direta ou indiretamente ligados com o
conhecimento de base desses professores, e a interpretagao dos dados nos fez
identificar dificuldades do professor.

Esse pode ser uma atribuigdo importante na ampliagdo dos codigos do
KQ para constatar as lacunas no conhecimento matematico e pedagogico dos
professores, a fim de que sejam discutidos, refletidos e sanados, na medida
do possivel; em particular, em ambientes colaborativos, em que hé a troca de
experiéncias, saberes e conhecimentos (Fiorentini, 2012; Saraiva & Ponte, 2003).
Nas discussdes do grupo, notamos que, nos momentos pds-aulas, destinados
as reflexdes sobre o que foi desenvolvido, por meio dos eventos destacados ¢
pelos recortes apresentados em videos para o grupo analisar e discutir, as professoras
sinalizaram que, como mencionado no texto anteriormente, ndo estavam
acostumadas em desenvolver trabalho em grupos com os estudantes e nao se
sentiam preparadas para ensinar geometria, ja que tinham afinidade com outros
contetdos e indicaram lacunas em seus cursos de formagao inicial. Com isso, as
professoras destacaram a importancia de se “observarem’ na pratica, identificando
o que funciona, o que pode ser melhorado e buscando alternativas que tornem suas
aulas direcionadas as habilidades e as competéncias dos documentos curriculares
e voltadas para a aprendizagem dos estudantes.

As dimensdes conexdo e transformag¢do também foram vislumbradas pelas
professoras, principalmente nos eventos 3 ¢ 4, quando a professora Vera faz uso
de exemplos e representacdes, assim como promove conexdes entre conceitos
e entre procedimentos. Além disso, no evento 3 todos os coédigos da dimensao
conexdo foram identificados.

Em virtude da limitacdo de conteudo deste artigo, centramo-nos em eventos
que melhor descrevem e evidenciam as dimensdes e codigos do KQ relacionados ao
ensino de geometria. Assim como Alves et al. (2018), incentivamos que pesquisas
futuras — em particular, pesquisas brasileiras sigam nessa linha de interesse, visto
que estudos tém apontado lacunas no conhecimento geométrico do professor.

Nesse sentido, o KQ como ferramenta de analise pode ser um instrumento
valioso para identificar e analisar lacunas existentes em processos de formagao

Relime 26 (1), Marzo 2023 [/(cc)


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

76 F. DA SILVA, V. PAZUCH

inicial ou continuada (Abdulhamid & Venkat, 2014; Gumiero & Pazuch, 2020)
e fortalece o debate cientifico sobre o conhecimento profissional do professor que
ensina matematica. Além de servir como um quadro tedrico para o pesquisador,
pode ser empregado pelo proprio professor que ensina matematica, de modo
a promover a observagao da sua propria pratica; refletir sobre sua atuagao e
seus conhecimentos profissionais; e reinterpreta-los e/ou ressignifica-los, na
medida em que reflete sobre o que e como ensina a matematica. Segundo
Rowland (2013), para formadores de professores, o KQ ¢ uma ferramenta para
identificar oportunidades de desenvolvimento profissional docente por meio do
aprimoramento do conhecimento do professor. Assim, por ser uma ferramenta
tedrica que emergiu da pratica do professor, suas dimensoes e seus codigos se
revelam no ensino, no local habitual do professor: a sala de aula.
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RESUMEN
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RESUMO

Neste artigo, realizamos uma revisao curricular dos topicos
incluidos na estatistica na escola primaria na Colombia e
nos 56 paises que participaram do TIMSS 2015. Descrevemos
os topicos com base nos conceitos e procedimentos,
representagdes e fenomenologia relacionados a estatistica na
educacdo primaria. Identificamos diferencas e semelhangas
entre os topicos considerados na Colémbia e os topicos abordados
nos paises participantes do TIMSS 2015. Constatamos que
aestatistica estd incluida nos curriculos da maioria dos paises e na
Coldmbia. Os topicos centram-se nas representagdes graficas
e tabulares, no conceito de média, e na fenomenologia faz-se
referéncia a estatistica para organizar a informacgao. Estes
resultados podem gerar discussdes curriculares e motivar
estudos semelhantes noutros paises.

RESUME

Dans cet article, nous procédons a un examen du programme
d’études des sujets inclus dans les statistiques a 1’école
primaire en Colombie et dans les 56 pays qui ont participé a
I’enquéte TIMSS 2015. Nous décrivons les sujets sur la base
des concepts et des procédures, des représentations et de la
phénoménologie liés aux statistiques dans ’enseignement
primaire. Nous identifions les différences et les similitudes
entre les sujets considérés en Colombie et les sujets abordés
dans les pays participant a TIMSS 2015. Nous avons constaté
que les statistiques sont incluses dans les programmes
scolaires de la plupart des pays et de la Colombie. Les sujets
se concentrent sur les représentations graphiques et tabulaires,
sur le concept de moyenne, et la phénoménologie fait référence
aux statistiques pour organiser I’information. Ces résultats
peuvent susciter des discussions sur les programmes scolaires et
motiver des études similaires dans d’autres pays.

1. PRESENTACION

Los conocimientos estadisticos son utiles en la vida diaria y en el campo laboral
para tomar decisiones relacionadas con ambitos econdmicos, sociales y politicos
(Frischemeier, 2018). La estadistica se relaciona con otras areas de estudio (por
ejemplo, economia, medicina y educacion) y permite comprender una variedad
de situaciones en estos ambitos: desde contextos en las que usamos una media
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aritmética para describir un conjunto de datos, hasta escenarios en los que se
requiere hacer predicciones sobre el precio de un producto o sobre el prondstico
de una enfermedad. En este sentido, las personas deberian formarse en estadistica
con el proposito de tener éxito en su trabajo, mantenerse informados en forma
critica, y desarrollar una vida sana y productiva (Bargagliotti et al., 2020).

Desde finales del siglo pasado, profesores ¢ investigadores se han interesado
por analizar y valorar el panorama en sus sistemas educativos sobre la ensefianza
de la estadistica en los diferentes niveles escolares (Batanero, 2002). Algunos
educadores estadisticos sugieren iniciar la ensefianza de la estadistica desde
los primeros niveles de educacion para desarrollar habilidades desde edades
tempranas y fortalecerlos en niveles posteriores y en sus aplicaciones en otras
areas de estudio (Batanero, Burrill, et al., 2011; Estrella, 2018; Frischemeier,
2018). Recientemente, se ha identificado un alto interés por indagar sobre la
ensefianza de la estadistica en el nivel de primaria, dado que ha sido poco
abordada en el curriculo en este nivel educativo y se ha prestado poca atencion a
la alfabetizacion estadistica de los alumnos (Lopez et al., 2015). Ademas, los
conocimientos y temas en estadistica en primaria se tratan de manera general
y sin propositos claros (Alsina, 2016). Por lo tanto, se considera importante
realizar estudios para analizar el estado actual de la ensenanza de la estadistica
en primaria en diferentes regiones (Alsina y Vasquez, 2016; Batanero, Diaz, et al.,
2011; Cuevas y Ibafiéz, 2008; Franklin et al., 2007).

Dado lo anterior, nos propusimos los siguientes objetivos: primero, establecer
los temas de estadistica en el nivel primaria que se abordan en Colombia y
en los paises participantes en el estudio internacional Trends in International
Mathematics and Science Study 2015 (TIMSS, 2015); segundo, establecer
similitudes y diferencias entre los temas que se incluyen en estos paises.

2. ELEMENTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

En este apartado, presentamos los elementos tedricos y metodoldgicos que
orientan la revision curricular de los temas de estadistica en primaria. Este es un
estudio de tipo cualitativo que se basa en el analisis de contenido documental de
la informacion curricular de los paises (Kuckartz, 2019).

Primero, presentamos los fines de la educacion estadistica y describimos
algunos estudios relacionados con revisiones curriculares y antecedentes en
torno a la estadistica en primaria. Seguido, describimos los temas que podrian
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ser tratados en primaria en estadistica basandonos en la literatura. Con base
en esta informacion, organizamos nuestras unidades de analisis en un sistema
de categorias orientada por la propuesta de Canadas et al. (2018), a saber: los
conceptos pedagogicos de conceptos y procedimientos (o estructura conceptual),
representaciones y fenomenologia. Por ultimo, utilizamos este sistema de
categorias como marco para el proceso de codificacion de la informacion y la
presentacion de los resultados.

2.1. Fines de la educacion estadistica

Requerimos del desarrollo de conocimientos estadisticos para comprender
la informacion que se genera en el mundo. Los fines de la enseflanza de la
estadistica se relacionan con la nocion de alfabetizacion estadistica, que promueve
el desarrollo de habilidades en los estudiantes enfocadas a la organizacion,
interpretacion y analisis de datos en diversas situaciones (Bilgin et al., 2017).
Adicionalmente, un fin importante de la educacion estadistica es formar
individuos con conocimientos estadisticos claros para responder preguntas que
involucran datos (Ben-Zvi y Garfield, 2004).

En esa misma linea, la enseflanza de la estadistica contribuye a los fines
culturales, formativos, politicos y sociales de la educacion matematica. Aprender
estadistica ayuda a que los ciudadanos comprendan y reconozcan su papel en
la sociedad, y que entiendan como ha contribuido al desarrollo de nuestra cultura
(fines culturales); comprendan los fendmenos que involucran datos y analisis
de informacion (fines formativos); comprendan los fendmenos sociales que los
afectan como miembros de una sociedad (fines politicos); y puedan desarrollarse
profesionalmente, vivan en sociedad, actien en ella y tomen decisiones personales
(fines sociales) (Rico et al., 1997).

2.2. Estadistica en educacion primaria: revisiones curriculares

Los temas en estadistica en los curriculos de primaria pueden variar segun el
pais, algunos tienen como referencia documentos curriculares obligatorios a
nivel nacional, otros tienen libertad para usar los documentos disponibles en el
pais, el resto no poseen un plan de estudios nacional (Zieffler et al., 2018). En lo
que sigue, presentamos algunos estudios en los que se han realizado revisiones
curriculares sobre los temas tratados en la ensefianza de la estadistica en
educacion primaria en diferentes regiones del mundo.

En una revision de los curriculos de Brasil e Inglaterra, Ainley y Monteiro
(2008) encontraron que, en ambos casos la ensefianza de la estadistica se enfoca
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en la resolucién de problemas y en el estudio de variables cercanas a los
estudiantes. Por otro lado, constataron que los temas relacionados con la tecnologia
o con las representaciones graficas no se incluyen o no tienen propdsitos claros y
especificos para su ensefanza.

En un estudio comparativo de los curriculos de Chile y Espafia, Merino y
Reyes (2013) identificaron que en ambos paises, la ensefianza de la estadistica en
educacion primaria se enfoca en el desarrollo de contenidos y competencias para
que los estudiantes aprendan a clasificar, organizar, analizar e interpretar datos que
provengan de diferentes situaciones de su vida cotidiana. Particularmente, en
el curriculo espaiiol, identificaron que se consideran temas como: variables
cualitativas, tablas de doble entrada, graficas de barras, pictogramas, sectores,
media aritmética, moda y rango. Mientras que, en el curriculo chileno, se encontro
informacion relacionada con la ensefianza de tablas de frecuencias, pictogramas,
uso de objetos fisicos o manipulables para realizar conteos de datos, graficos
de barras, lineas, y tallos y hojas, y media aritmética. Los autores resaltan la
importancia que ha tenido la inclusion de la estadistica durante los ultimos afios e
incentivan a indagar sobre la ensefianza de la estadistica en diferentes paises, los
cambios curriculares y la comparacion entre curriculos de diferentes regiones.

En otro estudio, Ruiz (2015) reviso la informacion del estudio SERCE de
la UNESCO (Murillo Torrecilla y Roman Carrasco, 2009) para indagar sobre la
ensefianza de la estadistica en la educacion primaria en América Latina. En primer
lugar, identificd que a la estadistica se le dedica el menor porcentaje de tiempo
de ensefianza en comparacion con las cuatro areas del conocimiento matematico:
estadistica (16%), geometria (18%), medida (19%) y nameros (50%). En cuanto a
los temas que se ensefian, identificé que, para el grado tercero, la ensefianza esta
enfocada a la organizacion e interpretacion de informacion por medio de tablas
de doble entrada y graficas de barras. Respecto al grado sexto, la ensefianza se
centra en la organizacion e interpretacion de datos por medio de tablas y graficas,
y la ensefianza de la media aritmética. Por ultimo, resalta que en los paises
analizados no se encontrd evidencia de la ensefianza de nociones relacionadas
con variabilidad y se podria pensar que no se esperaria que estos temas se
incluyeran en el curriculo de matematicas en estos grados. Sin embargo, otros
autores argumentan que no tendria sentido abordar la resolucion de problemas en
estadistica sin considerar la variabilidad (Cobb y Moore, 1997; NCTM, 2000).

Un caso de particular interés en términos de su curriculo y de las revisiones
curriculares en estadistica en los diferentes niveles escolares es Nueva Zelanda,
dado que la estadistica ha sido considerada en el curriculo desde hace mas de
50 anos (incluidos algunos grados de primaria) y, a finales del siglo pasado, se
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considerd en todos los niveles escolares (Watson, 2013). A principios de
este siglo, el Ministerio de Educacion de ese pais generd una nueva asignacion
curricular dando visibilidad a la estadistica como dominio relevante a nivel de
las matematicas. Como resultado, actualmente, en el curriculo se hace referencia
a matematicas y estadistica, mientras que, en el pasado se hablaba nada mas
de matematicas. En los programas de los primeros niveles escolares relativos a
estadistica, se encuentra informacion relacionada con recoger, clasificar, visualizar
y comparar datos de diferentes variables estadisticas. En primaria, se resalta
la importancia de determinar las variables y los procedimientos adecuados para la
recogida de datos, asi como su correspondiente y adecuada representacion. En el
analisis de datos, se hace referencia a identificar patrones, relaciones, tendencias
y variaciones sobre los datos. Finalmente, se resalta el hecho de elaborar
conclusiones a partir de los datos analizados como un aspecto importante en la
educacion estadistica en primaria (New Zealand Ministry of Education, 2007).

En un trabajo posterior, realizado por Groth (2018), se revisaron los
documentos curriculares de Australia, Estados Unidos, Inglaterra y Nueva
Zelanda para observar el tratamiento de la estadistica en los primeros grados
escolares. En todos ellos se incluye la estadistica en educaciéon primaria y se
recomienda abordar el estudio de planeamiento de preguntas estadisticas.
No obstante, los documentos difieren en cuanto a los tipos de preguntas y su
finalidad. Por ejemplo, en algunos documentos se hace referencia a abordar
preguntas especificas con datos categoricos y otros documentos hacen referencia
a preguntas abiertas sin especificar el tipo de datos.

En Opolot-Okurut y Eluk (2011), se describe el panorama de la ensefianza
de la estadistica en educacion primaria y secundaria para las escuelas en Uganda.
Los temas de estadistica para primaria se relacionan con interpretar informacion
y con el uso de graficos. En los primeros grados de primaria, se hace referencia
a la representacion de datos en graficas de barras y tablas de datos sencillos;
mientras que, en los ultimos grados, se alude a informacion sobre los promedios
estadisticos. En un estudio similar sobre el curriculo de Sudafrica, se seniala la
importancia de organizar, representar, analizar e interpretar datos en la ensefianza
de la estadistica en primaria (Wessels, 2011).

Del mismo modo, Frischemeier (2018) sefiala que en Alemania, la ensefianza
de la estadistica en educacion primaria incluye los temas como plantear preguntas,
recopilar y aprender a representar datos; a su vez, se considera importante
desarrollar el analisis de los datos y se hace alusion al uso de las herramientas
tecnologicas para explorar conjuntos grandes de datos en contextos reales.

En lo que sigue, describimos una propuesta de temas que podrian
contemplarse en los curriculos de estadistica en educacion primaria.
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2.3. Temas considerados en la ensefianza de la estadistica en educacion primaria

En esta seccion, con base en las investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje
de la estadistica describimos los temas que se recomienda incluirse en educacion
primaria. En ese sentido, autoras como Batanero (2000) afirman que la ensefianza
de la estadistica en este nivel educativo debe estar enfocada hacia la organizacion
y representacion de diferentes tipos de datos mediante dibujos, tablas y graficas; el
analisis y la interpretacion de informacion en relacion con el contexto. Asimismo,
Lépez (2015) argumenta que la ensefianza de la estadistica en primaria no
debe basarse en conceptos, procedimientos y/o técnicas descontextualizadas,
sino que se deben desarrollar los procesos de organizacion, representacion,
analisis e interpretacion de datos en diferentes contextos y situaciones cercanas a
los estudiantes.

De esta manera, los estudiantes en primaria pueden aprender a tomar
decisiones y evaluar afirmaciones en diferentes contextos (English y Watson,
2018). En estas primeras etapas de la educacion, es importante que los estudiantes
reconozcan fenomenos naturales y sociales, y que la estadistica sea una herramienta
con la que se pueden estudiar esos fendomenos (Lopez et al., 2015). Un ejemplo
de estas posturas es el trabajo de Chick y Pierce (2008), en el que se muestra
como estudiantes de primaria utilizan graficos de lineas y tablas de frecuencia
para discutir sobre el almacenamiento de agua en la ciudad de Melbourne.

Por otro lado, las nociones como poblacion, muestra y variables estadisticas
también se consideran importantes para la ensefianza de la estadistica en primaria.
Asimismo, las nociones intuitivas de centro y variabilidad son importantes para
realizar analisis estadisticos que permitan el desarrollo de habilidades estadisticas
para la comprension y analisis de la informacion (Ruiz, 2015). En este sentido, se
deben ensefiar contenidos estadisticos como frecuencia, media aritmética, rango
y grafico de barras para comprender su importancia en el analisis de informacion
en situaciones de la vida real.

Para la comprension de los conceptos y procedimientos estadisticos en la
enseflanza en primaria, es importante promover el uso de representaciones graficas
para organizar y visualizar los datos; el empleo de materiales manipulativos para
recoger datos de la vida real; y la inclusion de nuevas tecnologias para el analisis
de conjuntos de grandes datos con calculos estadisticos (Serrano, 2011; Zieffler
et al., 2018). Asi, la representacion y andlisis de datos es un eje central en la
ensefianza de la estadistica; por ejemplo, para organizar datos se usan tablas de
frecuencias y, para representarlos, se usan diferentes tipos de graficos como el
de barras, los histogramas, los pictogramas, de sectores, de lineas, y de tallos y
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hojas. A su vez, para describir y analizar conjuntos de datos son necesarias las
medidas de tendencia central o algunas medidas de dispersion (Alsina, 2016).

2.4. Definicion de unidades de analisis

Para analizar las propuestas curriculares llevamos a cabo un analisis de contenido.
Primeramente, constituimos las categorias en funcion de los fundamentos tedricos
expuestos en las dos secciones anteriores (2.2 y 2.3). Luego, organizamos la
informacion con base en estas tres categorias: conceptos y procedimientos,
representaciones y fenomenologia (como se muestra en la figura 1) (Cafiadas
et al., 2018).

Respecto a los conceptos y procedimientos, estos se usan para describir
y analizar caracteristicas sobre una poblacion de interés. En algunas ocasiones, no
contamos con la informacion completa de la poblacién y recurrimos a conformar
muestras que permitan estudiar diferentes variables cualitativas (nominales u
ordinales) o cuantitativas (discretas o continuas) y con ello postular algunas
conclusiones acerca de la poblacion. Ademas de estos elementos, consideramos
las medidas de centralizacion (media, mediana y moda), posicidn (cuantiles),
y medidas de variacion o dispersion (rango y varianza) que permiten describir
conjuntos de datos y sus distribuciones.

En cuanto a los tipos de representacion, estos dependen de los aspectos que
se busquen destacar, mostrar o sintetizar del conjunto de datos y de las relaciones
entre ellos. Por ejemplo, el propdsito de usar un histograma es destacar o mostrar
como varia la frecuencia con la que se distribuyen los datos al agruparlos en
ciertos intervalos preestablecidos. Usamos un grafico de caja o bigotes para extraer
ideas sobre la forma en que estan distribuidos los datos e identificar extremos de
los intervalos al agruparlos en cuartiles. Por su parte, el usar un grafico de barras
permite la comparacion de frecuencias entre categorias, mientras que un grafico
circular nos permite observar la relacion de cada categoria respecto al total, en
el caso de una distribucion de un conjunto de datos cualitativos.

Finalmente, la fenomenologia refiere a la organizacion, analisis e
interpretacion de informacion, y el uso de la estadistica para la resolucion de
problemas. Por ejemplo, utilizamos la estadistica para (a) organizar, representar
y resumir informacion de conjuntos de datos que tenemos interés en estudiar, (b)
describiry analizar informacion de conjuntos de datos para determinar relaciones o
caracteristicas entre los datosy (c) interpretarlosresultados obtenidos conbase enun
analisis de datos para establecer relaciones con el contexto de la situacion. Dentro de
la fenomenologia consideramos también contextos matematicos y no matematicos.
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Figura 1. Sistema de categorias sobre la ensefianza de la estadistica
en educacion primaria

Una vez descritas las categorias para analizar las propuestas curriculares, damos
paso a describir el proceso de codificacion de los temas de estadistica en primaria.

3. ANALISIS

En este apartado, presentamos los procedimientos llevados a cabo para analizar
los temas que se consideran en las propuestas curriculares sobre la ensefianza de
la estadistica en educacion primaria en los paises considerados. Cabe reafirmar
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que las categorias de analisis se propusieron desde la perspectiva del analisis
curricular y del analisis de contenido en términos de Canadas et al. (2018).
A continuacion, describimos las fuentes de informacion, los procedimientos de
codificacion realizados y los analisis llevados a cabo.

3.1. Fuentes de informacion del estudio

Como fuentes de informacion para la codificacion y revision de los temas que se
contemplan en la ensefianza de la estadistica en educacion primaria, tanto en Colombia
como en los demas paises, se consideraron los programas curriculares oficiales.

En el caso de Colombia, se cuenta con dos documentos curriculares:
Estandares bdsicos de competencias en lenguaje, matematicas, ciencias y
ciudadanas (Ministerio de Educacion Nacional (MEN), 2006), y Derechos
basicos de aprendizaje (DBA) (MEN, 2016). De estos documentos, revisamos las
secciones relacionadas con el pensamiento aleatorio en educacion primaria.

Para el caso de los demas paises, revisamos los lineamientos nacionales de
los 56 paises' que participaron en TIMSS 2015 (Mullis et al., 2016) (un estudio
internacional de tendencias en Matematicas y Ciencias para medir el rendimiento de
los estudiantes de grados cuarto y octavo en estas areas) a partir de la informacion
curricular del area de matematicas disponible en TIMMS Enciclopedia. Es por
esta razon que elegimos estos paises, pues se tiene informacion curricular de
matematicas disponible hasta grado 4 y grado 8. Para este trabajo, nos enfocamos
y revisamos la informacion curricular ofrecida hasta el grado 4. En la siguiente
seccion, describimos los procedimientos para la codificacion de la informacion y
ejemplos de analisis.

3.2. Codificacion y andlisis de los temas: Colombia

La codificacion se llevo a cabo teniendo en cuenta el sistema de categorias en
donde los conceptos corresponden a aquellas afirmaciones o segmentos de texto
que los incluyen junto con verbos como “comprender”, “describir” o “analizar”; por
ejemplo, segmentos de texto como “comprender las medidas de tendencia central”,

' Los paises analizados fueron Alemania, Arabia Saudita, Armenia, Australia, Bahrein, Bélgica

(flamenco), Botsuana, Bulgaria, Canada, Chile, Chipre, Croacia, Dinamarca, Emiratos Arabes
Unidos, Eslovaquia, Eslovenia, Estados Unidos, Espaiia, Inglaterra, Finlandia, Francia, Georgia,
Holanda, Hon Kong, Hungria, Indonesia, Iran, Irlanda, Irlanda del norte, Israel, Italia, Japon,
Jordania, Kazajistan, Kuwait, Libano, Lituania, Malasia, Malta, Marruecos, Nueva Zelanda,
Noruega, Oman, Polonia, Portugal, Qatar, Republica Checa, Reptblica de Corea, Rusia, Serbia,
Singapur, Sudafrica, Suecia, Tailandia, Taiwan y Turquia.
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“describirun conjunto de datos a partir de lamoda” o “analizar distintos graficos de
una variable cuantitativa”. Estos segmentos de texto se codificaron con los codigos
“Medidas de tendencia central”, “Moda”, “Graficas” y “Variable cuantitativa”.

Por otro lado, codificamos los procedimientos a partir de afirmaciones o
segmentos de texto que los incluyen junto con verbos como “calcular”, “hallar”
o “representar”; por ejemplo, codigos como “Media” y “Pictograma” para
aquellos segmentos de texto que incluian frases como “calcular la media” y
“representar con un pictograma”, respectivamente. En algunos casos, un codigo
puede representar un conocimiento conceptual (propiedades de la media)
o procedimental (calculo de la media).

El documento de los Estandares tiene dos partes: un marco conceptual y un
apartado de estandares para matematicas que permite identificar lo que se espera
que aprendan los estudiantes colombianos en los diferentes grados escolares (1-3,
4-5,7-9, 10-11). Nos centramos en revisar la informacion del pensamiento aleatorio
para los grados de primero a quinto (1-3 y 4-5). Los temas identificados se basan
en la asignacion de un codigo con base en la figura 1, a al menos un segmento de
texto en cada uno de los documentos. Por ejemplo, para el segmento de texto en los
grados 1-3: “Interpreto cualitativamente datos referidos a situaciones del entorno”
(MEN, 2006, p. 81) asignamos los co6digos “Variables cualitativas” en conceptos y
procedimientos, y “Contextos no matematicos” e “Interpretar” en fenomenologia.
Para el segmento de texto en los grados 4-5: “Represento datos usando tablas y
graficas (pictogramas, graficas de barras, diagramas de linea, diagramas
circulares)” (p. 83), asignamos los codigos “Tablas”, “Graficas”, “Pictogramas”,
“QGraficas de Barras”, “Graficas de Lineas” y “Graficas circulares”.

En el documento de los Derechos basicos de aprendizaje encontramos
informacion relacionada con estadistica para cada uno de los grados de primaria
y no por ciclos como en los estandares. Por ejemplo, para el segmento de texto del
grado 3: “Lee e interpreta informacion contenida en tablas de frecuencia, graficos
de barras y/o pictogramas con escala, para formular y resolver preguntas de
situaciones de su entorno” (MEN, 2006, p. 81) asignamos los codigos “Contextos
no matematicos” e “Interpretar” en fenomenologia, los c6édigos “Graficos de
barras”, “Pictogramas” y “Tablas” en representaciones y “Frecuencia” en
conceptos y procedimientos. Adicionalmente, para el texto del grado 3: “Identifica
la moda a partir de datos que se presentan en graficos y tablas” (p.18),
codificamos “Moda” como conceptos y procedimientos y “Graficos” y “Tablas”
como representaciones.

Con base en la codificacion de ambos documentos, concretamos los temas
que se consideran en este pais para estadistica en primaria. En la siguiente
seccion, presentamos el proceso de codificacion para la informacion curricular
de los otros paises.
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3.3. Codificacion y andlisis de los temas: paises participantes en TIMSS 2015

Revisamos la informacion curricular de cada uno de los paises participantes en
el estudio TIMSS 2015 y codificamos los segmentos de texto en términos de las
categorias. El procedimiento fue similar a la codificacion para el caso de
Colombia. Asignamos el nimero uno cuando encontramos informacién que hacia
referencia a cada codigo del sistema de categorias de la figura 1.

Por ejemplo, el segmento de texto® “Recoger datos e informaciones, elaborar
formas para organizarlos y expresarlos, interpretar datos presentados bajo forma de
tablas y graficos” fue codificado con los codigos “Organizar” e “Interpretar” en
fenomenologia y los cddigos “Tablas”y “Graficas” en representaciones. El segmento
de texto “Calcular la media, mediana y moda en un conjunto de datos estadisticos”
fue codificado con los codigos “Media”, “Mediana” y “Moda” en conceptos y
procedimientos. En la tabla I, presentamos un ejemplo de sintesis de la codificacion
realizada para cinco paises de la muestra seleccionada con algunos cddigos.

TABLA 1
Ejemplos de la codificacion en cinco paises

, Conceptos . Medidas
Paises .. Representaciones , .
basicos estadisticas
4 v
g £ g
> = g )
g 5 s s o =
z = E & 2 5 g s £ § %
9 < < = = 5 2 B T o= =
= = < .Q 5] g 8 & = =
= O O m A wv 4a = = £ O
Pais 1 1 1 1 1 1
Pais 2 1 1 1 1 1 1 1
Pais 3 1 1 1 1
Pais 4

Pais 5 1 1 1 1 1 1

Fuente: elaboracion propia

Luego de codificar la informacion, procedimos a calcular las frecuencias
absolutas y porcentuales que nos permitieron identificar los c6digos mas y menos
frecuentes. Con base en estas frecuencias, identificamos los temas que se consideran
en la enseflanza de la estadistica en educacion primaria. En los resultados,
detallamos dichos temas y describimos las diferenciasy similitudes entre los paises.

2 Los segmentos de texto fueron traducidos y se encuentran disponibles para cada uno de los
paises en https:/timssandpirls.bc.edu/timss2015/encyclopedia/introduction/
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4. RESULTADOS

A continuacion, presentamos los temas que se consideran para la ensefianza
de la estadistica en educacion primaria, tanto en los documentos curriculares de
Colombia como en los de los paises que participaron en TIMSS 2015.

4.1. El caso de Colombia

En esta seccidn, describimos los resultados que obtuvimos al revisar los documentos
curriculares para el caso de Colombia: Estandares y los DBA. En la tabla II,
presentamos los temas propuestos en la ensefianza de la estadistica en educacion
primaria obtenidos a partir del proceso de codificacion. Una estrella en las columnas
Estandares o DBA significa que existe al menos un segmento de texto con el
tema en el documento correspondiente, es decir, el tema aparece en los documentos
curriculares. En la columna del documento de los estandares, se muestran
los resultados hasta grado quinto de primaria, ya que los temas vienen por ciclos
de grados en este documento (1-3 y 4-5). Para el documento de los DBA, se
muestran los temas que se consideran hasta grado cuarto.

TABLA 1I
Temas en los documentos curriculares de Colombia

Temas Estandares DBA
(2006, 1-3) (2016,1-4)
Conceptos y procedimientos

Poblacion <
Muestra Dx)
Variables cuantitativas <
Variables cualitativas @ <
Media @

Mediana @

Moda <
Rango k)

Representaciones

Tablas @ o
Barras [x) <o
Pictogramas (X} k)
Circular <

Lineas < K]
Manipulativo < D)

Fenomenologia

Organizar o D
Analizar @ Dx)
Interpretar o DA
Resolucion de problemas < Dk
C no matematicos < K]

Fuente: elaboracion propia
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De manera general, en Colombia, se consideran los conceptos bésicos de
poblacion, muestra y variables estadisticas; como medidas de tendencia central
se incluye la media, la moda y la mediana y como medida de dispersion, el
rango. Respecto a las representaciones se consideran las tablas, objetos concretos
(manipulativos) para los conteos, los pictogramas, las graficas de barras,
circulares y de linea. En cuanto a los contextos, encontramos la organizacion,
interpretacion y analisis de informacidn en contextos no matematicos, asi como
la resolucion de problemas.

Con base en la informacioén de la tabla II, identificamos algunas diferencias
respecto a los temas que se proponen en los dos documentos curriculares. Los
conceptos de poblacion, muestra, variables estadisticas (cuantitativas), la moda
y el rango se incluyen en los DBA, pero no en los estandares. En la tabla II se
observa que los temas de media, mediana y el grafico circular se incluyen en los
estandares y no en los DBA. No obstante, corroboramos que estos temas aparecen
en el grado quinto de los DBA. Por lo tanto, constatamos que no hay ningun tema
que aparezca en los estandares que no se encuentre en los DBA.

4.2. El caso de los paises participantes en TIMSS 2015

Como primer resultado, constatamos que cinco paises (Armenia, Israel, Polonia,
Marruecos y Serbia) no incluyen la ensefianza de la estadistica o solamente
aparece el término genérico estadistica en sus curriculos en el nivel primaria. En
la tabla IIT mostramos las frecuencias porcentuales que indican la cantidad de
curriculos que incluyen los diferentes temas en la ensefianza de la estadistica en
términos de las categorias propuestas. Por ejemplo, el 24% de paises de TIMSS
2015 incluyen el tema variables cuantitativas en estadistica en primaria.

Con base en la informacion de la tabla 111, no encontramos ningun tema
con una frecuencia del 100%. Sin embargo, identificamos que el tema mas
comun en estos paises son las representaciones graficas (con una frecuencia del
90%) junto con las tablas (69%). De igual manera, los temas relacionados con
las representaciones tienen las mayores frecuencias porcentuales (mayores al
50%). De esta manera, la grafica mas comun es la de barras (45%), seguida
por la circular (31%), los pictogramas (22%) y el grafico de lineas (14%); por
su parte, la representacion ejecutable tiene un 16% de frecuencia. En cuanto a los
histogramas y/o graficos de tallos y hojas, encontramos que hay al menos un
documento curricular de la muestra que los incluye.

En cuanto a los usos, los temas con mayor frecuencia nos indican que los
documentos curriculares se centran en la organizacion (45%) y analisis de la
informacion (35%). Respecto a los contextos, el de mayor frecuencia es el no
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matematico (27%). Por otra parte, se consideran también, interpretar informacion
(24%) o la resolucion de problemas (20%).

TABLA 111
Temas en los curriculos de los paises participantes en TIMSS 2015

Temas Frecuencia porcentual

Conceptos y procedimientos

Media 47%
Moda 35%
Mediana 29%
Variables cuantitativas 24%
Variables cualitativas 24%
Rango 12%
Representaciones
Graficas 90%
Tablas 69%
Barras 45%
Circular 31%
Pictogramas 22%
Ejecutable 16%
Lineas 14%
Histogramas 2%
Tallos y hojas 2%
Fenomenologia
Organizar informacion 45%
Analizar informacion 35%
Contextos no matematicos 27%
Interpretar informacion 24%
Resolucion de problemas 20%
Contextos matematicos 8%

Fuente: elaboracion propia

Respecto a los conceptos y procedimientos, las mayores frecuencias las
tienen las medidas de tendencia central: la media aritmética (47%), la moda (35%)
y la mediana (29%). También identificamos que se hace alusion explicita a los
temas de variables cualitativas y cuantitativas (24%) y el rango como medida de
dispersion (12%).

4.3. Comparacion entre Colombia y los paises participantes en TIMSS 2015

En la tabla I'V, presentamos la comparacion entre la informacion curricular de
Colombia y la de los paises participantes en TIMSS 2015.
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TABLA IV
Temas en Colombia y en los paises participantes en TIMSS 2015

Temas Estandares DBA TIMSS
(2006) (2016) (2015)
Conceptos y procedimientos

Poblacion <o

Muestra <o

Variables cuantitativas o o
Variables cualitativas < <o <o
Media @ <o
Mediana @ <o
Moda <o <o
Rango k) LX)

Representaciones
Tablas @ <o <o
Barras @ <o <o
Pictogramas 0K k) <
Circular @ <o
Lineas @ <o <o
Histogramas o
Tallos y hojas <o
Ejecutable <o
Manipulativo < o
Fenomenologia

Organizar informacion o k) <
Analizar informacion @ <o <o
Interpretar informacion < k) D)
Resolucion de problemas X k) <
Contextos no matematicos @ <o o
Contextos matematicos <o

Fuente: elaboracion propia

En los documentos curriculares de Colombia se hace referencia a los
conceptos basicos de poblacion y muestra, que no se mencionan en los paises
participantes en TIMSS 2015. En ambos casos, se consideran las variables
cualitativas o cuantitativas, al igual que las tres medidas de tendencia central
(media, moda, mediana). La tinica medida de dispersion que encontramos en
comun es el rango; en ninguno de los casos se hace referencia a otras medidas de
dispersion o de posicion.

Otro de los temas que se consideran en ambos casos son las representaciones
graficas (barras, pictogramas, circular y lineas), al igual que las tablas. El
curriculo colombiano no incluye, por ejemplo, la representacion ejecutable y
el grafico de tallos y hojas, que si se consideran en otros paises. Asimismo,
la representacion manipulativa (uso de objetos concretos) aparece solo en los
documentos de Colombia.
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Por tltimo, en cuanto a la fenomenologia, encontramos que todos los temas
son comunes, excepto los contextos no matematicos que solo aparecen en los
documentos curriculares de los paises participantes en TIMSS 2015.

5. CONCLUSIONES

En este estudio realizamos una revision de los temas que se incluyen en la ensefianza
de la estadistica en educacion primaria, tanto en documentos curriculares de
Colombia como en los documentos homoélogos de los paises participantes en el
estudio TIMSS 2015. A continuacion, presentamos las conclusiones después de esta
revision, asi como las limitaciones y oportunidades para futuras investigaciones.

Encontramos que la estadistica se incluye en la educacidon primaria de la
mayoria de los paises analizados. Solamente cinco del total de paises (Armenia,
Israel, Polonia, Marruecos y Serbia) no la incluyen o solamente hacen mencién
del término estadistica en sus curriculos. Constatamos que los temas varian de
acuerdo con el pais y una explicacion puede ser por sus referencias curriculares
nacionales (como lo explican Zieffler et al. (2018)).

Los temas mas frecuentes son las representaciones grafica y tabular. Los
tipos de representaciones graficas que se consideran son la de barras, circulary de
lineas. En algunos paises se hace alusion a histogramas, grafico de tallos y hojas,
haciendo referencia también a la representacion ejecutable.

En cuanto a los conceptos, los documentos curriculares de la muestra
incluyen las tres medidas de tendencia central (un mayor porcentaje para la media)
y el rango como medida de dispersion. En términos de las variables estadisticas,
encontramos informacion sobre variables cualitativas y/o cuantitativas, pero
no una clasificacion mas especifica (por ejemplo, ordinales o nominales). Un
resultado interesante es que en los documentos curriculares de Colombia se
incluyen los temas de poblacion y muestra, que no se tratan en los paises de
TIMMS. Asimismo, en los documentos de Colombia se hace referencia a la
representacion manipulativa. En términos de la fenomenologia, corroboramos los
resultados obtenidos por Ainley y Monteiro (2008) en cuanto a que hay un foco en
la resolucion de problemas y el estudio de datos en contextos no matematicos.

De igual manera, constatamos los resultados encontrados por Merino y
Reyes (2013), respecto a la consideracion de variables cualitativas, graficas (de
barras, de sectores y de lineas), media aritmética, moda, tablas de frecuenciay
rango. Identificamos que, tanto en Colombia como en algunos paises, se incluye el
tema del rango como medida de dispersion. Este tema se sugiere en la literatura
(Alsina, 2016; Cobb y Moore, 1997, NCTM, 2000), pero no se incluye en la mayoria
de los paises. Este también es el caso de la representacion ejecutable, que no se
trata en Colombia y se trata muy poco en los paises analizados, pero se considera
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importante para la organizacion y analisis de conjuntos de datos en primaria
(Serrano, 2011). Nos llama la atencion la poca aparicion de los conceptos de
poblacion y muestra dado que en la literatura se resalta su importancia (Ruiz, 2015).

Destacamos que solamente dos temas (representaciones en graficas y tablas)
se tratan en mas de la mitad de los paises y solamente cinco temas (media, moda,
graficas de barras, organizar y analizar informacion) aparecen en mas de un
tercio de los documentos curriculares de esos paises. Estos resultados ponen de
manifiesto que, a pesar de los llamados que se hacen en la literatura para darle mas
importancia al aprendizaje y ensefianza de la estadistica en primaria, este proposito
no se esta logrando. Por otro lado, aunque en Colombia no se tratan algunos
temas (representaciones en histogramas, tallos y hojas, y ejecutable, y los contextos
matematicos), su curriculo destaca los temas de poblacion y muestra, y la
representacién manipulativa que no se aborda en la mayoria de los curriculos
revisados de los paises que participaron en TIMMS 2015.

En este estudio, identificamos los temas que se proponen ensefiar en
estadistica solamente para los paises que participaron en el estudio TIMSS 2015
y Colombia; no tenemos informacion para el resto de los paises del mundo vy,
por consiguiente, no podemos generalizar estos resultados. Tampoco hemos
considerado el analisis de como se abordan estos temas en estos paises desde
otras dimensiones del curriculo: expectativas de aprendizaje, metodologia y
esquemas de evaluacion, por lo que es un trabajo pendiente. Adicionalmente,
consideramos relevante que otros paises, como el caso particular de Colombia, hayan
generado nuevos documentos curriculares posteriores al estudio TIMSS 2015. No
obstante, establecimos un panorama con la informacion disponible por el estudio.

Esperamos que la informacion presentada en este estudio sea util para
colegas y paises que tengan interés en revisar los temas en estadistica en sus paises.
También, consideramos importante generar, en algin momento, discusiones de
tipo curricular sobre la variedad de temas en los diferentes paises en estadistica.
Consideramos que se podria realizar un estudio para indagar por las expectativas
de aprendizaje, los aspectos metodologicos y los criterios de evaluacion que se
consideran en uno o varios paises entorno a la estadistica en primaria.
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UMA CARACTERIZACAO DO CONHECIMENTO ESPECIALIZADO
DO PROFESSOR DE MATEMATICA DA EDUCACAO INFANTIL
E ANOS INICIAIS EM TOPICOS DE MEDIDA

A CHARACTERIZATION OF KINDERGARTEN AND PRIMARY’S MATHEMATICS TEACHER’S
SPECIALISED KNOWLEDGE ON MEASUREMENT TOPICS

RESUMEN
En este estudio consideramos las dimensiones matematicas PALABRAS CLAVE:
y pedagdgicas del conocimiento del profesor como MTSK

especializadas, con el objetivo de caracterizar el contenido de
este conocimiento, especificamente asociado a los temas
de Medidas. Empleando el marco del Mathematics Teacher’s X
Specialised Knowledge (MTSK), exploramos y describimos - Medida

el contenido del conocimiento especializado revelado por - Formacion de profesores
un grupo de profesores de Educacion Primaria en el Brasil

mientras abordan una tarea para la formacion, en un curso de

desarrollo profesional. Los resultados aportan un refinamiento

de la categorizacion del conocimiento docente asociado a los

temas (KoT), considerando por separado el detalle del contenido

de este conocimento relativo a definiciones, propiedades y

fundamentos. Ademas, el estudio presenta un conjunto de

descriptores de conocimiento que resaltan las particularidades

y especificidades de este componente del conocimiento

docente relacionado con los temas de Medida, permitiendo una

especie de mapeo de los elementos estructurales y estructurantes

de este conocimiento.

- Conocimiento del profesor
de matematicas

ABSTRACT
The specialized dimensions of mathematical and pedagogical KEY WORDS:
knowledge held by teachers are under scrutiny as we aim to
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depict the content of knowledge disclosed by participants Math cal Teacher’
engaged in a formative process with a specific focus on  ~ athematical Teachers
Knowledge

Measurement topics. Employing the framework of Mathematics
Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), this study delves into - Measurement

and expounds upon the knowledge unveiled by a cohort of - Teacher Education
educators as they tackle a Training Task embedded within

aprofessional development course catered to Early Childhood

Education teachers in Brazil. The outcomes of this investigation

yield a more refined categorization of teacher knowledge, o
intimately linked to the topics (KoT), by meticulously

examining the intricate facets of this knowledge, encompassing ©
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this research project presents a collection of knowledge
descriptors that bring to the fore the nuances and specificities
of this crucial aspect of teacher knowledge, particularly
as it pertains to Measurement topics, thus facilitating a
comprehensive mapping of the structural and foundational
elements within this knowledge domain.

RESUMO

As dimensdes matematica e pedagdgica do conhecimento
do professor sdo consideradas especializadas, e pretende-
se descrever o conteudo do conhecimento revelado por
participantes de um processo formativo com foco nos topicos
de Medida. Considerando o Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge (MTSK), explora-se e descreve-se o contetdo do
conhecimento revelado por um grupo de professores ao
resolverem uma Tarefa para a Formagao, implementada em um
curso para professores que atuam desde a Educacgdo Infantil,
noBrasil. Osresultadostrazemumrefinamentodacategorizagio
do conhecimento do professor, associada aos topicos (KoT),
ao considerar, de forma separada, o detalhamento do contetido
desse conhecimento, relativamente a definigdes, propriedades
e fundamentos. Além disso, no estudo, um conjunto de
descritores de conhecimento evidenciam particularidades e
especificidades dessa componente do conhecimento do professor,
particularmente para os topicos de Medida, possibilitando um
tipo de mapeamento de elementos estruturais e estruturantes
desse conhecimento.

RESUME

Les dimensions mathématique et pédagogique du savoir des
enseignants sont considérées comme étant spécialisées.
L’objectif de cette étude est de décrire en détail le contenu
du savoir révélé par les participants lors d’un processus de
formation portant sur les sujets de mesure. En utilisant le cadre
du Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK),
nous explorons et décrivons le savoir mis en évidence par
un groupe d’enseignants lors de la résolution d’une Téache
de Formation intégrée a un cours destiné aux enseignants
travaillant dans I’éducation de la petite enfance au Brésil.
Les résultats de cette étude permettent d’affiner la
catégorisation du savoir des enseignants en associant ces
résultats aux sujets spécifiques (KoT). Nous examinons en
particulier les définitions, les propriétés et les fondements du
savoir enseignant. De plus, cette étude met en évidence un
ensemble de descripteurs du savoir qui mettent en lumiére les
particularités et les spécificités de cette composante du savoir
des enseignants, en se concentrant notamment sur les sujets
de mesure. Ces résultats permettent ainsi de cartographier
les éléments structurels et fondamentaux de ce savoir.
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1. INTRODUCAO

O entendimento do tema de Medida é considerado central, em muitos contextos,
como forma de desenvolver o Pensamento Matematico (National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], 2000; Organisation for Economic Co-operation
and Development [OCDE], 2010) dos alunos, e as nogoes de medida favorecem a
conexao entre a Geometria e os Nimeros, areas particularmente criticas em termos
de ensino e de aprendizagem (Clements & Sarama, 2007). Entender a Medida
demandaatribuirsignificado aos seus elementos fundamentais—unidade de medida
e todo a ser medido — e aos processos mentais envolvidos; e compreender as no¢oes
de quantidade, notadamente no que se refere a coordenacao entre as quantidades
discretas e continuas (e.g., Smith et al., 2011). Tais entendimentos contribuem
para desenvolver conhecimento associado aos fundamentos matematicos de
processos aritméticos; raciocinio proporcional; construtos e conceitos associados
aos numeros racionais e a no¢ao de variaveis algébricas (e.g., Szilagyi et al., 2013).

H4a ja consenso de que para ensinar Matematica ¢ essencial ao professor
conhecer ampla e profundamente os topicos a serem ensinados (Ma, 1999). No
entanto, o foco das pesquisas sobre o ensino de matematica tem sido maioritario
nos conhecimentos dos alunos (Barret et al., 2012; Hiebert, 1984; Vysotskaya
et al., 2020), deixando para segundo plano o conhecimento do professor e suas
especificidades para ensinar, em particular, Medidas (Policastro et al., 2020;
Ribeiro et al., 2018; Subramaniam, 2014). Sendo o conhecimento do professor
um dos elementos que impacta nas aprendizagens e capacidades matematicas
dos alunos (Boyd et al., 2009; Hill & Chin, 2018) e nas ac¢des e decisdes que ele
emprega em sua pratica letiva (Charalambous, 2015; Ribeiro et al., 2012), torna-se
essencial explorar algumas das especificidades desse conhecimento como forma
de ampliar os entendimentos sobre seu contetido e as propostas de programas de
formacao de professores (Caldatto et al., 2018).

Diversas conceitualizagdes do conhecimento do professor surgiram
nas ultimas trés décadas, porém destacam-se as que consideram a natureza
especializada desse conhecimento (Scheiner et al., 2017) para a atuagdo docente.
Uma delas é o Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge — MTSK' (Carrillo
et al., 2018). Ao considerarmos a centralidade do entendimento da Medida
nas aprendizagens matematicas dos alunos (Clements & Stephan, 2004), o
papel e a importancia do conhecimento do professor nessas aprendizagens (De

! Optamos por manter a nomenclatura originalmente apresentada, em inglés, para preservar o

sentido e significado dos termos propostos pelos autores.
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Gamboa et al., 2020) e o ainda inexpressivo numero de pesquisas especificas
sobre as especificidades do conhecimento do professor para ensinar os topicos de
Medida (Di Bernardo et al., 2018; Ribeiro & Policastro, 2021), levam-nos a
uma agenda de pesquisa que objetiva entender ¢ descrever o conteudo do
conhecimento especializado do professor nos toépicos de Medida, com intuito de
propor programas de formagdo que desenvolvam essas especificidades e, assim,
melhorem a qualidade das discussdes e das aprendizagens matematicas. Nessa
linha importa discutir a seguinte questao: Que conhecimento especializado dos
topicos de Medida revelam professores participantes de uma Formagao Continuada
focada nas especificidades do conhecimento do professor que ensina Matematica?

2. FUNDAMENTOS TEORICOS DOS TOPICOS DE MEDIDA

Os topicos de Medida e o “senso de medida” (Stephan & Clements, 2003, p. 14)
deveriam ocupar um lugar de destaque nos curriculos escolares, desde a Educagao
Infantil?, por se constituirem de elementos, nogdes ¢ conceitos fundamentais
ao desenvolvimento de ideias fulcrais da Matematica e ao envolvimento dos
alunos com algumas das big ideas® em Matematica (NCTM, 2000). No entanto,
tradicionalmente, esse trabalho envolvendo Medida tende a focar-se no ensino
das unidades de medida padronizadas (Policastro et al., 2017), sem explorar os
procedimentos de medigao para cada tipo de grandeza ou os processos (mentais)
em que se pauta a atividade de medir (Stephan & Clements, 2003).

Do ponto de vista puramente experimental, medir esta associado a conferir
a um atributo mensuravel de objetos, fendmenos ou processos (Berka, 1983)
um valor numeérico, obtido ao comparar magnitudes de uma mesma grandeza e
quantificar as vezes que uma delas — a unidade de medida — deve ser repetida até
que se consiga, por acumulagdo, obter a magnitude da outra — o todo a ser medido
(Berka, 1983; Clements & Stephan, 2004).

2 No Brasil, essa etapa corresponde & escolarizagio de criangas de 0 a 5 anos.

3 Com efeito, uma big idea em matemética pode ser considerada como a proposi¢io de uma

ideia que ¢ central na fundamentag@o dos entendimentos matematicos, porque conecta conceitos e
processos (Charles, 2005), de modo a compor uma rede estruturante de conhecimentos
matematicos. Os topicos do tema de Medida, por exemplo, oportunizam o desenvolvimento de

9 9 ¢,

algumas big ideas em matematica, tais como “comparagdo”, “quantificacdo”, “agrupamentos”,

29 < CLNT3 29

“equivaléncia”, “proporcionalidade”, “estimagdo”, “aproximacao”, entre outras.
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No contexto dos topicos de Medida, destacam-se as nogdes de “grandeza” e
“magnitude” que, em muitos casos, por questdes linguisticas?, sdo tomadas como
sindnimos, mas aqui serdo devidamente diferenciadas. Assume-se que grandeza
¢ o atributo de um objeto ou fendmeno fisico que pode ser quantificado por meio
de um processo de medi¢do, enquanto a magnitude ¢ assumida como sendo a
variacdo quantitativa deste atributo (Berka, 1983).

Aindanesse contexto, outro termo que merece clarificagdo ¢ “quantidade”. Com
efeito, uma quantidade ¢ um montante que pode ser determinado numericamente
a partir de uma contagem ou a partir de uma medi¢do. No primeiro caso,
denominamos por “quantidade discreta” o valor determinado e, no segundo caso,
falamos em “quantidade continua” (Godino et al., 2002). As grandezas fisicas (e.g.,
comprimento, area, volume, capacidade, tempo), possuem magnitudes expressas
por quantidades continuas. Mas a cardinalidade — numero de elementos — de um
conjunto, por exemplo, serd sempre expressa por uma quantidade discreta. Dessa
forma, tratamos as magnitudes como quantidades necessariamente associadas
as medidas.

Habitualmente introduzem-se os alunos inicialmente as ideias de
medicao de comprimento, envolvendo instrumentos e unidades de medidas nao
padronizados (Smith et al., 2011). Posteriormente apresentam-se as unidades
de medida padronizadas de comprimento, e todas as demais grandezas — area,
capacidade, massa, volume e tempo’® — passam a ser discutidas, sem considerar
as particularidades da natureza de cada uma (Ribeiro & Policastro, 2021; Sarama
et al., 2011; Szilagyi et al., 2013). Segundo Lehrer et al. (2003, p. 100), as
criangas deveriam ser engajadas a “desenvolver uma teoria sobre as medidas, ao
invés de simplesmente efetuar medigdes”, e a conceitualizacdo de cada uma
das grandezas, através da comparagao e classificacao, deveria introduzir esse
trabalho (Passalaigue & Munier, 2015).

Os processos (gerais) associados a atividade de medir estdo fundamentados
em seis principios, descritos particularmente para o caso da grandeza comprimento
(Clements & Stephan, 2004): (a) parti¢do — atividade mental de dividir o objeto
em magnitudes de mesmo comprimento, quando a unidade de medida € menor que
o elemento a ser medido; (b) unidade de itera¢do — habilidade de pensar em um

4 Muitos textos utilizam o termo “magnitude” — no inglés e no espanhol, com a mesma grafia
da lingua portuguesa — para designar “medida”. Outros ainda utilizam este termo para designar
“quantidade” ou, de forma mais abrangente, “tamanho”. Entretanto, o mais comum ¢ encontrar o

uso do termo “magnitude” como sinénimo de “grandeza”.

5> Levando-se em conta os documentos oficiais brasileiros formulados a partir da Base Nacional

Comum Curricular (Ministério da Educagdo [ME], 2018).
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comprimento como referéncia para deslocar-se em todo o comprimento do objeto a
ser medido, para ndo deixar espagos por medir entre duas unidades subsequentes,
nem sobrepor unidades adjacentes; (¢) transitividade — processo de, por estimativa
ou dedugdo, obter uma relagdo de igualdade ou desigualdade (superior ou
inferior) de quantidade relacionada a determinada grandeza e estendé-la a
outros dois ou mais objetos; (d) conservagcdo — compreensao de que qualquer
movimento (translacdo ou rota¢do) no objeto a ser medido mantera os
comprimentos; (e) acumula¢do da distancia — entendimento de que, no processo
de iteracdo de uma unidade de comprimento ao longo do elemento que se mede,
realiza-se a contagem da quantidade de iteragdes; (f) relagdo da medida com um
valor numérico — reorganizacdo da compreensao do processo de contagem de
quantidades discretas para quantidades continuas.

Embora esses seis principios tenham sido descritos com base nos processos
(mentais e fisicos) associados a atividade de medir unidimensionalmente,
eles podem ser transpostos para grandezas de outros tipos, considerando algumas
adaptagoes necessarias (Van den Heuvel-Panhuizen & Elia, 2011).

A nogao de unidade de medida, porém, ocupa lugar de destaque nas
aprendizagens matematicas dos alunos, pois fundamenta varios outros conceitos
como os de frac@o unitaria e de todo ¢ de unidade composta — unidade de
unidades (Norton & Boyce, 2015). Mas essa unidade de medida é frequentemente
confundida com o instrumento de medida (Gamboa et al., 2020). Nesse contexto,
anocao de unitizing — operagdo mental na qual um agrupamento de quantidades
pode ser interpretado como uma unidade (Steffe, 2003) — ¢ fundamental para
entender o que é e como se constitui uma unidade de medida.

Ha varias questdes ainda problematicas para alunos e professores, sendo
duas delas a diferenciagdo entre: (i) area e perimetro; (ii) volume e capacidade.
Em (i), a dificuldade apresenta-se, essencialmente, pela ndo compreensio de
qual o atributo (grandeza) a ser medido (Baturo & Nason, 1996). Com efeito,
define-se area como a magnitude de uma superficie bidimensional contida por
uma fronteira, e o perimetro, como a magnitude dessa fronteira (Clements &
Sarama, 2009), o que demanda compreender que o perimetro ¢ uma medida
unidimensional (Irwin et al., 2004) e a area esta subordinada a coordenag@o entre
duas dimensoes (Panorkou, 2020). Em (ii), as dificuldades sustentam-se porque os
termos “volume” e “capacidade” sdo tomados como sindnimos (Ribeiro &
Policastro, 2021), o que leva muitas vezes a associarem, nos contextos de ensino, as
mesmas unidades de medida (padronizadas) as duas grandezas (Ho & McMaster,
2019), sem realizar o necessario trabalho que priorize a conceitualizacdo de cada
uma (Passalaigue & Munier, 2015). Essas dificuldades sustentam-se, também,
pelo foco nos procedimentos de calculo, sem conceitualizar a grandeza, ao
assumir que calcular o valor da medida de uma grandeza seja medi-la.
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3. CONHECIMENTO DO PROFESSOR DOS TOPICOS DE MEDIDA,
NA PERSPECTIVA DO MTSK

O Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge — MTSK — (Carrillo et al., 2018)
assume a natureza especializada do conhecimento do professor, considerando
trés dominios: Mathematical Knowledge (MK); Pedagogical Content Knowledge
(PCK) e Beliefs a respeito da matematica e do seu ensino e aprendizagem. No MK
consideram-se trés subdominios (ver Figura 1), mas aqui focamos somente o
Knowledge of Topics (KoT).

KMT
Knowledge of
Mathematics
Teaching

KoT

Knowledge of

KFLM

Knowledge of
Features of
Loarning
Mathematics

KSM

Knowledge of the
Structure of
Mathematics

WA

Mathematical Knowl

Knowledge of
Mathematics
Learning Standards

Knowledge of
Practices in
Mathematics

Figura 1. Modelo MTSK (Carrillo et al., 2018, p. 241)

Este estudo foca-se especificamente no KoT, uma vez que ¢ a partir deste
subdominio que se pode evidenciar o contetido do conhecimento do professor acerca
dos elementos estruturais e estruturantes de cada um dos topicos matematicos com
os quais ira lidar em sua pratica letiva.

Com efeito, o KoT corresponde ao contetido do conhecimento conceitual e
procedimental do professor, relacionado a cada topico. Originalmente consideram-
se no KoT quatro categorias: (i) Definitions, properties and foundations; (ii)
Phenomenology and applications; (iii) Procedures; (iv) Registers of representation
(Carrillo etal., 2018). Porém, resultados recentes (Policastro & Ribeiro, 2021)
mostraram a necessidade de separar a categoria (i) em (ia), (ib) e (ic), contribuindo
para refinar o entendimento das especificidades do contetido do conhecimento
do professor, relacionadas a cada um dos topicos matematicos.

Assim, a seguir, passamos a detalhar cada uma das categorias, no sentido de
configurar particularidades e especificidades do contetido do conhecimento
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do professor associado a cada uma delas, especificamente no ambito dos topicos de
Medida. Esse detalhamento tedrico sustentard as analises e discussdes realizadas
na sec¢ao seguinte.

(ia) Definitions

As defini¢des sdo essenciais na (Educagdo) Matematica, assumindo papéis e
caracteristicas muito especificos (Zaslavsky & Shir, 2005). Estes papéis
relacionam-se com a apresentacdo dos objetos de uma teoria e a captura da
esséncia dos conceitos, ao comunicarem suas propriedades caracterizadoras
(Mariotti & Fischbein, 1997) e os elementos fundamentais para a formagao
desses conceitos (Vinner, 2002). Além disso, pelas defini¢cdes é que se fundamentam
as demonstragdes e a resolucao de problemas (Weber, 2002), porque se cria uma
uniformidade na comunicagdo de ideias matematicas importantes (Zazkis &
Leikin, 2008).

As definig¢des que o professor conhece influenciam nas aprendizagens dos
alunos (Zazkis & Leikin, 2008), porque contribuem para estabelecer relagdes entre
a imagem do conceito e a sua definicdo (Tall & Vinner, 1981). Inclui-se no
conhecimento do professor conhecer que: o conceito de medida implica a comparagao
entre magnitudes de uma mesma grandeza, seguida da quantificacdo de uma
delas — unidade de medida — em funcdo da outra, o todo a ser medido (Berka,
1983); unidade de medida é definida como a magnitude de uma grandeza com
a qual se pode medir outra magnitude desta mesma grandeza; que a area ¢ uma
grandeza que pode ser definica como a superficie delimitada pela fronteira de
uma figura geométrica; o perimetro em duas dimensdes ¢ a linha que define a
fronteira de uma figura plana; volume ¢ a por¢ao de espago ocupada por um
objeto no espaco; capacidade € o espago interno de um objeto tridimensional, que
pode ser preenchido (Panorkou, 2021).

(ib) Foundations

Um dos aspectos intrinsecos da pratica matematica ¢ a possibilidade de criar
relagdes entre areas aparentemente diferentes. Com efeito, “qualquer tipo de
fundamento, se ndo define, pelo menos distingue entre trabalho matematico e ndo
matematico e, de alguma forma, caracteriza a pratica matematica, como sendo de
um certo tipo e obedecendo a algumas regras especificas” (Venturi, 2014, p. 46).
Se as propriedades matematicas contribuem para organizar os conceitos, 0s
fundamentos exercem o papel de os conectar. Os fundamentos sdo, portanto,
responsaveis por criar elementos unificadores dos construtos e conceitos
matematicos, dando forma ao conhecimento matematico.
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Inclui-se aqui o conhecimento do professor, associado a conhecer que: o que
se mede sdo propriedades mensuraveis dos objetos ou fendmenos — as grandezas;
unidade e instrumento de medida sdo elementos distintos; os constructos
“comparar”, “iterar”, “acumular” e “quantificar” sdo fundamentos da atividade de
medir qualquer grandeza (Berka, 1983; Clements & Stephan, 2004) com unidades
padronizadas ou ndo padronizadas dessa grandeza; a iteragdo ¢ um processo
associado a um conjunto de comandos e agdes que sdo repetidos de forma
idéntica, até que se obtenha determinado resultado (Clements & Stephan, 2004);
a unidade de medida e o todo a ser medido sdo expressos por magnitudes de uma
mesma grandeza; as unidades de medida (padronizadas ou ndo) sdo adequadas
para cada tipo de grandeza; a unidade de medida é um elemento fundamental
no processo de medicdo (Bragg & Outhred, 2004; Norton & Boyce, 2015); e que
¢ relevante o papel das unidades ndo padronizadas para fundamentar nogdes
de grandezas e de suas respectivas unidades de medida padronizadas (Barrett et
al., 2011; Bragg & Outhred, 2004).

(ic) Properties

As propriedades s@o “relagdes entre elementos ou subconjuntos de elementos de
um conjunto que sdo instanciadas em situacgdes particulares” (Mason et al., 20009,
p- 10). A natureza dessas propriedades matematicas pode variar; entretanto, o
papel que elas exercem no entendimento dos conceitos e dos construtos
matematicos aos quais estdo vinculadas ¢ essencialmente 0 mesmo: organizar e
descrever um conjunto de atributos e caracteristicas relacionados especificamente
a certos objetos ou entes matematicos, de modo a que fiquem evidentes as relagdes
entre eles. Inclui-se, no contexto da Medida, o conhecimento de que: toda unidade
de medida, padronizada ou nao, possui (sub)multiplos resultantes do estabelecimento
de relagdes de equivaléncia entre magnitudes da grandeza a qual a unidade esta
associada (Ribeiro & Policastro, 2021); a magnitude de qualquer grandeza, ou
unidade desta, € expressa necessariamente por uma quantidade continua (Bragg &
Outhred, 2004); um instrumento nao padronizado para medigao de comprimento
pode fornecer distintas unidades de medida (Policastro et al., 2017).

(ii) Phenomenology and applications

Nesta categoria inclui-se o conhecimento do professor ndo s6 dos conceitos que,
dentro de um tépico, organizam e descrevem os fendmenos que dao sentido a
esse topico, mas também dos contextos que organizam todos os fenomenos
que compartilham de ideias-chave ou “caracteristicas estruturais” (Gémez &
Canadas, 2016, p. 316) proprias desses fendmenos. No ambito dos tdpicos de
Medida, inclui-se conhecer que medir ¢ comparar magnitudes de uma mesma
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grandeza em termos da quantificacdo de uma em funcao da outra e conhecer
os distintos contextos de aplicac@o da atividade de medir: perimetro, area,
capacidade, volume, massa, etc.

(iii) Procedures

Conhecer um conjunto de procedimentos associados a cada um dos topicos
—que muitas vezes se configuram como algoritmos —, 0s porqués matematicos que
os sustentam, a caracteristica do resultado obtido e as condi¢des necessarias e
suficientes para executar tais procedimentos, forma parte desta categoria. No
ambito da Medida, inclui-se, por exemplo, conhecer: os procedimentos de iteragdo
para efetuar uma medicdo de qualquer grandeza, isto ¢, a unidade de medida
deve ser iterada até completar o todo a ser medido, sem que se deixem lacunas ou
se sobreponham unidades ao longo da iteragdo; que um instrumento de medida
ndo padronizado pode ser utilizado de forma padronizada (ou ndo) para efetuar
uma medicdo (Ribeiro et al., 2018); que o resultado da uma medicao caracteriza-
se pelo valor da medida expressa por um nimero associado a uma marca, ¢ esta
marca corresponde a unidade de medida utilizada (padronizada ou nao); que ¢é
condi¢do necessaria para efetuar uma medi¢cdo que a unidade de medida seja
unica, ainda que essa unidade seja resultante de uma composic¢do de unidades
(Norton & Boyce, 2015).

(vi) Registers of representation

O conhecimento matematico € exteriorizado e percebido pelos sentidos, e essa
exteriorizagdo pode ocorrer associada a distintas formas de o tornar perceptivel.
Essas multiplas formas correspondem a registros de representacao (Ainsworth,
2006; Pape & Tchoshanov, 2001) que podem ser, por exemplo, numéricos, pictoricos,
graficos, verbais — em linguagem oral ou escrita. Como elementos desta
componente no Ambito da Medida, inclui-se, por exemplo, conhecer diferentes
formas de exteriorizar uma medida; relacionar distintos registros de representagao
enavegar frutiferamente entre eles; ou compreender o emprego do termo “tamanho”
como inadequado para se referir a magnitude de qualquer grandeza.

4. CONTEXTO E METODO

Esta investigacdo compde uma agenda de pesquisa que busca caracterizar, em
varios temas e topicos matematicos, o Conhecimento Especializado do professor
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que atua desde a Educacao Infantil. Aqui discutimos alguns aspectos desse
conhecimento no ambito de distintos topicos do tema de Medidas. E um estudo
de caso instrumental (Stake, 1995), cujo foco de interesse nao é o caso em si, mas
saber que este instrumento permite conhecer e entender um elemento especifico
— o conhecimento do professor —, de modo a gerar teorias. As informagdes
foram coletadas em um contexto de um Programa de Formagao Continua®
— com sete modulos de formagdo — que envolveu 17 professores, atuantes desde
a Educag¢do Infantil ao Ensino Superior, ¢ que teve o objetivo formativo
de desenvolver o conhecimento dos participantes, na perspectiva do MTSK,
em varios topicos matematicos.

Cada um dos moédulos do programa focava em um tema matematico
considerado problematico — conforme pesquisas na area de Educagdo Matematica
apontam —, tanto do ponto de vista das aprendizagens dos alunos quanto do
processo de ensino, a saber: Numeros ¢ Operagdes, Fragdes, Geometria (dois
modulos), Pensamento Algébrico, Probabilidade e Estatistica e Medidas.

No programa de formagao, aos professores ndo era atribuido o papel
de ativamente decidirem os topicos que seriam abordados em cada encontro,
embora também nao lhes fosse vetado o direito de sugeririem ou solicitarem
que determinados topicos fossem incluidos nas discussoes. Por exemplo, no caso
do médulo de Medidas (o ultimo do programa), embora o topico de divisdo de
fragdes ndo estivesse inicialmente contemplado no programa, esse assunto foi
incluido e abordado a pedido dos cursistas, em uma das cinco sessoes de formagao
do moédulo.

Neste estudo, focamos em uma das sessdes de formagao (carga horaria de 8
horas) do modulo de Medidas’. No contexto formativo do programa mencionado,
todos as sessdes de formagdo eram gravadas em audio e video — tomando-se um
plano geral das discussdes em grande grupo e planos com foco em cada um grupo
de trabalho — em geral, quatro grupos.

Nesse encontro, os professores foram convidados a refletir sobre a Tarefa
para a Formagao—TpF (Ribeiro, Almeida & Mellone, 2021), intitulada “A Medida,
seus principios, fundamentos e procedimentos”. Com efeito, a conceitualizacdo de
uma TpF se da com base na lente teéricado MTSK, que ¢ utilizada como ferramenta
para incluir propostas nas tarefas que efetivamente contribuam para mobilizar

® O CIEspMat ¢ um grupo de Pesquisa e Formagio que desenvolve trabalhos focados no entendimento
e desenvolvimento do Conhecimento Interpretativo e Especializado do professor e futuro professor
no dmbito da matematica. Pagina do grupo: www.ciespmat.com.br.

7 Por ser um estudo também longitudinal, utilizamos nameros (de 1 a 17) para identificar os
professores, para que seja possivel, ao longo da pesquisa mais ampla, acompanhar cada um deles.
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elementos do conhecimento especializado dos professores, associados a cadaum
seis dos subdominios (KoT, KPM, KSM, KFLM, KMT ¢ KMLS), considerando
ndo so as particularidades de cada topico matematico em foco na formacao, mas
também, e obviamente, os objetivos formativos previamente delineados.

Assim, para discutirem as propostas da TpF, os 17 participantes da sessao,
identificados por “Pi” em que i € um nimero que corresponde a um professor,
foram organizados em quatro grupos: Grupo 1 — trés professores atuantes nos
Anos Iniciais (P3, P4 e P11) e um estudante de pedagogia (P13); Grupo 2 — quatro
professores atuantes nos Anos Iniciais (P2, P8, P9 e P17) e um professor atuante
no Ensino Médio e Superior (P10); Grupo 3 — um professor atuante na Educagio
Infantil (P1); dois professores atuantes nos Anos Finais (P5 e P7) e um estudante
de pedagogia (P16); Grupo 4 — um professor atuante na Educacao Infantil e Anos
Iniciais (P6), um professor atuante nos Anos Iniciais (P13), um professor atuante
nos Anos Finais (P14) e um professor que nao atua mais no mercado de trabalho
(P15). Note-se que cada grupo sempre esteve constituido por professores atuantes
(ou em formagao) de diferentes niveis de ensino, justamente para que fossem
estimulados a compartilhar suas experiéncias e perspectivas relacionadas com as
discussdes mobilizadas pela TpF.

Partimos, entdo da TpF (Ribeiro et al., 2021) e focamos a aten¢do nas
producdes e discussdes dos professores, associadas a trés questdes da Parte I da
TpF (Figura 2) e a questdes vinculadas a uma tarefa para os alunos (Figura 5).

A Medida, seus principios, fundamentos e procedimentos

Parte 1

1) Responda individualmente cada uma das questdes a seguir. Para isso, considere
que vocé ndo esta em um contexto escolar, ou seja, vocé ndo devera responder
as questdes imaginando como faria para ensinar os objetos de conhecimento abordados
nessas questdes. Portanto. as suas respostas devem apenas revelar aquilo que vocé
conhece sobre esses objetos de conhecimento.

Vocé podera utilizar palavras, desenhos, esquemas ou qualquer outro tipo de
representacao para explicitar o seu raciocinio.

a) O que é medir?

b) O que se pode medir?

¢) Como efetuamos uma medida?

d) Com o que podemos medir?

2) Em qual ano/série ou etapa escolar vocé leciona? Considerando a serie/ano ou etapa
escolar em que leciona e sendo o foco principal em Medidas, que trabalho(s) vocé
costuma desenvolver com os seus alunos? Apresente algum(ns) exemplo(s). Caso
considere que ndo desenvolve nenhum tipo de trabalho com esse foco, comente os
motivos que o(a) levam a ndo fazé-lo.

3) Quais sdo os conceitos matematicos essenciais a atividade de medir?

Figura 2. Questdes da Tarefa para a Formagdo implementada no encontro
Fonte: os autores
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A primeira questao foca-se nos construtos e conceitos que fundamentam
o fendmeno e os procedimentos da atividade de medir; a segunda associa-se ao
conhecimento do professor dos niveis conceituais e procedimentais dos alunos em
etapas educativas distintas, com relacdo aos fundamentos da atividade de medir; a
ultimaquestaobuscaampliaradiscussdoemrelagaoaopapeldasunidadesdemedida
na medicdo. O contetido da segunda questio pode ser tipicamente entendido como
estando associado ao dominio do PCK (particularmente, ao subdominio KMT),
mas o foco aqui é no conhecimento matematico manifestado na justificacdo.

Todas as TpF (Ribeiro, 2021) contém uma tarefa para alunos, e aqui essa tarefa
contribuiu paraaceder ao conhecimento dos participantes - e desenvolvé-lo - quanto
aos principios, fundamentos e procedimentos associados a atividade de medir.

Tarefa: Rotagdo por estagdes - Vamos medir?

Estagdo I: um pedago de barbante (ou qualquer outro material que se assemelhe a um fio) de

comprimento “x” e um paralelepipedo com dimensdes x/10, x/5 e x/2.

Orientagdo da estag¢do 1: Mega o comprimento do fio usando o paralelepipedo. Registre a sua
medicdo na folha.

Estacdo 2: Uma placa do material dourado e uma folha cuja area seja equivalente a 5x3 placas
(maior superficie da placa)

Placa do MD

Folha
Orientagdo da estagdo 2: Meca a folha usando a placa. Registre a sua medigao na folha.

Estagdo 3: Uma balanga de pratos (montagem pode ser adaptada com cabide, fios e pratinhos de
jardinagem); uma balanca digital; uma placa do material dourado e diversos onjetos idénticos
(em quantidade superficie para que a massa da placa possa ser comparada com a massa de um
desses objetos quando o procedimento for empregado com a balanga de pratos)

Orienta¢do da estagdo 3: Mega a massa da placa do material dourado usando os objetos.
Registre a sua medi¢do na folha.

Estag¢do 4: Um recipiente qualquer, um copinho (ou qualquer outro recipiente menor que o
primeiro) e uma garrafa d’agua cheia. No recipiente, deve haver uma marcagdo para determinar
a quantidade de agua a ser depositada no interior - sugestao: a marca no recipiente pode ser a que
determina que a quantidade de 4gua a ser depositada corresponde a trés unidades do copinho.

Orientagdo da estagao 4: Mega a capacidade de agua do recipiente até a marca indicada, usando
o copinho.

Figura 3. Estagdes de trabalho propostas na tarefa para os alunos
Fonte: os autores
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Esta tarefa para os alunos incluiu uma abordagem de “metodologias ativas”
e continha indicagdes para a passagem por diferentes estagdes de trabalho (Figura
3); uma ficha de registro de respostas (Figura 4); e um conjunto de perguntas
associadas (Figura 5).

FICHA DE REGISTRO DA TAREFA “Rotagdo por estagoes - Vamos medir?”

Nome: Data: / /
Estagdo | O que | Como vocé mediu? Com Qual foi Registro da sua
vocé (descreva passo-a-passo os | o que a unidade medigdo (o que
mediu? | procedimentos empregados | vocé de medida | escreveu na comanda
para efetuar a medigao mediu? | utilizada que estava com voce
e faca um desenho para para fazer a | durante o trajeto
representar esse processo) medigdo? pelas estagdes)
2

Figura 4. Ficha de registros incluida na tarefa para os alunos
Fonte: os autores

Tarefa 1: Rotagdo por estacoes - Vamos medir?

Vocé esta diante de um conjunto de quatro estagdes de trabalho. Em cada estagdo, vocé
encontrard uma tira de papel contendo uma instrucao. Vocé devera seguir as instrugdes contidas
nessa tira de papel, sem trocar qualquer tipo de informag@o com os seus colegas. Depois de
executar o que se pede na tira de papel, vocé seguird para a préxima estagdo, procedendo da
mesma forma, até a Gltima estagao.

1. Agora que vocé ja finalizou o trajeto pelas estagdes, solicite a ficha de registro ao(a)
professor(a). Preencha a ficha de acordo com as instrugdes a seguir

Instrugées para preenchimento da ficha:

Em cada coluna da ficha vocé deve explicar o seu raciocinio a partir de uma descri¢do com o
maximo de detalhes que conseguir. Vocé pode fazé-lo usando esquemas, desenhos, palavras,
calculos,...

2. Sente-se com mais dois colegas e, no trio, comparem e discutam sobre os registros
que cada um de vocés efetuou em sua propria ficha.

a.  Quais foram as semelhangas e diferencas nos registros de cada um? Por que
vocés acham que essas semelhancas e diferengas ocorreram?

b. Considerando os procedimentos empregados para medir em cada uma das
estagdes, vocés acham que sdo semelhantes ou distintos? Especifique as
semelhangas (e/ou diferencas) que consideraram.

c. Considerem a unidade de medida utilizada na estagdo 1. Vocés acham que é
possivel efetuar as medigdes propostas nas estagdes 2, 3 e 4 utilizando essa
unidade de medida? Se sim, expliquem, em cada caso, como fariam essas
medigdes. Caso vocés considerem que nao seja possivel efetuar essas medigdes,
apresentem justificativas dos porqués consideram tal impossibilidade.

Figura 5. Tarefa para alunos incluida na TpF
Fonte: os autores
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Os professores resolveram a Parte I (Figura 2) nos pequenos grupos,
e uma discussdo plenaria foi realizada. Posteriormente resolveram a tarefa para
alunos, percorrendo as estacdes e finalizaram com outra discussdo plenaria.

O audio captado durante as interagcdes — nos pequenos grupos e plenarias
— foi integralmente transcrito e complementado com informacgoes identificadas
nos videos (Ribeiro et al., 2012). Na transcrigao, as linhas sdo numeradas, e “Pi”
corresponde a algum dos professores i (de 1 a 17) e a formadora, que é uma das
autoras deste trabalho esté identificada por F. A analise foi realizada em duas fases,
uma manual e outra com o auxilio do software ATLAS.ti, procurando evidéncias
de conhecimento no ambito das categorias do KoT. Ao inserir os documentos no
ATLAS 1, as transcrigdes foram identificadas por “ME.L.N”, ¢ os registros escritos
digitalizados foram identificados por “T.I.N”, em que “N” representa o nimero do
grupo em que ocorreram as discussoes, e, para as plenarias, usou-se a nomenclatura
“ME.PL.I".

Ap6s alguns ciclos de codificagdes, incluindo-se, excluindo-se ou reagrupando-
se as produgdes dos professores e determinadas categorias do KoT, até atingir a
saturacdo (Strauss & Corbin, 1994), identificaram-se 473 produgdes, evidenciando
conteudo conhecimento especializado (ver Tabela I), relacionado ao KoT.

TABELA I
Incidéncia de produgdes associadas a evidéncias do conhecimento em cada categoria do KoT
Definitions 51
Foundations 218
Properties 42
Phenomenology and applications 14
Procedures 121
Registers representation 27
Total 473

Uma analise transversal e longitudinal buscou semelhangas e diferengas entre
o contetido do conhecimento identificado. Refinando a cada ciclo de analise,
emergem os denominados descritores de conhecimento do professor (Policastro &
Ribeiro, 2021), nomeados de acordo com o subdominio (KoT) e a categoria a que
pertencem: (Definitions (d); Foundations (f); Properties (pp); Phenomenology
and Applications (ph), Procedures (mp); Registers of representantion (rp)). A cada
um foi atribuido um nimero sequencial.

Na Tabela I exemplificamos como esses descritores emergem da analise. Os
professores revelam conhecimento associado a Definitions: ao buscarem explicar
e conceituar o que ¢ medir (ME.L.2, 46-48; ME.L.3 e T.I.1); e ao referirem certos
entes — instrumento e unidade — que consideram necessarios na atividade de medir
(ME.L3, 1033-1040).
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TABELA 1I
Reagrupamento das produgdes e emergéncia dos descritores de conhecimento

Definitions

Produgédes dos professores

ME.I2

46. P2: Eu coloquei: é comparar. Pegar

um cubinho e ver quantos cabem em uma
barrinha.

47. P8: Eu coloquei: é quantificar o tamanho
de alguma coisa.

48. P10: Eu coloquei: medir algo é compara-
lo a uma unidade preestabelecida.

Tl

.4
@ wda o q.u.ﬁu\ rxnbbf’-{ ki cuimnclen (nad *

“Medir é especificar o tamanho de
determinadas coisas.”

ME.I13

1033. PS: 4 unidade que eu encontrei foi
area. Vocés...

1034. P7: S6 comprimento e largura.

1035. P5: Entdo é s comprimento!

1036. P7: Han?

1037. P5: E 56 uma unidade: de comprimento.
1038. P1: 4h, ta.

1039. P5: A unidade é comprimento.

1040. P7: A unidade é comprimento.

Andalise

Conhecimento de que a medida esta
associada a comparagdo de uma unidade de
medida (denominada majoritariamente por
“referéncia”) com um todo, seguida de
quantificagao e/ou atribui¢do de um valor
numeérico.

Nao fazem distingao entre unidade de medida
e instrumento de medi¢do. Revelam entender
que a unidade de medida se relaciona com
uma magnitude, mas alguns professores
confundem unidade de medida com grandeza.

Descritores emergentes

KoTdl - conhecer a defini¢do de medida:
relagdo numérica entre magnitudes de uma
mesma grandeza, obtida por comparagéo
seguida de quantificagdo de uma dessas
magnitudes (todo a ser medido) em funcao da
outra (unidade de medida).

KoTd5 - conhecer a defini¢cdo de unidade de
medida: uma magnitude de uma grandeza
com a qual se pode medir outra magnitude
dessa mesma grandeza.

Em alguns casos, o contetido do conhecimento revelado pelos professores
foi identificado como matematicamente inapropriado, fosse por incorre¢des
conceituais ou por inadequagdes de contextos em que esses conceitos eram
evocados. Em outras situagdes suas producdes ndo exteriorizaram, de forma
explicita, elementos suficientes para caracterizar o conteudo do conhecimento,
mas a discussao conjunta com os fundamentos tedricos assumidos para a analise
permitiu constituir tais descrigdes. Nesse sentido os descritores emergentes
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dessas producdes sao identificados, respectivamente, com os simbolos “*” g “#*”’
associados, sendo KoTph2* e KoTf2** dois exemplos.

Das 473 evidéncias identificadas, sintetizamos 31 descritores: 6 relacionados
com Definitions; 8 com Foundations; 5 com Properties;2 com Phenomenology and
applications; 8 com Procedures; e 2 com Registers of representation. A ordem da
numeracao dos descritores esta relacionada exclusivamente com a quantidade de
producdes dos professores vinculadas a cada um deles, ou seja, quanto maior o
nimero de produgdes associadas, menor é a numeragao do descritor. Portanto,
KoTdl tem mais produgdes associadas do que KoTdS5, por exemplo. Assim, ndo
seguimos uma ordem sequencial na numeracao dos indicadores de cada categoria,
mas uma numeracao por “pesos”.

5. RESULTADOS E DISCUSSAO

Todos os grupos de professores consideraram que medir é comparar uma unidade
de medida (que denominam “referéncia”) com um todo, seguido de quantificagdo
e atribui¢do de um valor numérico (KoIphl — conhecer que medir é comparar
magnitudes de uma mesma grandeza em termos da quantificacdo de uma em
fun¢do da outra).

ME.1.4
54. Pl4: Eu coloquei que medir é comparar quantas vezes algo cabe em outro.
55. P13: E, eu coloquei também: medir é comparar e quantificar. Comparar coisas

56. comparaveis e dizer quantas vezes cabe.

Figura 6. Trecho transcrito da discussdo no Grupo 4

Ao assumirem a comparacdo como um construto fundamental para a
medi¢cdo (ME.L.4: 54), reconhecem sua relagdo com uma etapa inicial do processo
completo de medir, mas incluem outros (Berka, 1983; Clements & Stephan,
2004), como € o caso da quantificacdo (ME.L.4: 55) (KoTmp6 — conhecer que a
comparagdo ¢ uma condigdo necessaria, mas nao suficiente para medir).

Apesar dendo ficar claro se entendem os processos “quantificagdo” e “atribuigao
do valor numérico” como um tnico processo ou como processos distintos (ME.L.2:
84 — 90), reconhecem que ha processos (mentais) e construtos fundamentais
presentes em toda atividade de medigao (Berka, 1983; Clements & Stephan,

2004) (KoTf2** — conhecer que os construtos “comparar”, “iterar”, “acumular”
e “quantificar” s@o fundamentos da atividade de medir qualquer grandeza).
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ME.I12

84. P9: Eu e a P8 colocamos a questdo do quantificar, vocés acham que a gente
85. coloca o quantificar aqui? Que medir a gente vai quantificar...

86. P10: Ah, é que ele ja esta implicito aqui, ndo é?

87. P8: Quantificar nesse sentido, porque eu pensei em numero, tem dez, tem quinze,
88. tem vinte, tem trinta... eu quantifico, eu dou um numero para ele.

89. P10: E que quando vocé compara com uma unidade padrdo, vocé...

90. P9: Ja esta quantificando.

Figura 7. Trecho da discussdo no Grupo 2

Revelam também um conhecimento associado aos fenomenos e aos contextos
de aplicagao (Gomez & Caiiadas, 2016) dos fundamentos da atividade de medir
(ME.L.3: 367 — 370), mesmo quando sugerem a presenca desses fundamentos
em contextos a que efetivamente ndo estdo associados (KoIph2* — conhecer
os distintos contextos de aplicacao dos fundamentos da atividade de medir: medir
comprimento, area, capacidade, massa, etc.).

ME.L3

367. P1: Nos fizemos uma compara¢do de medida agora mesmo: que horas sdo?
368. Quanto tempo falta para acabar? Nos medimos o tempo.

369. P7: Sim, claro!

370. P1: A gente esta medindo o tempo, quanto tempo falta, por exemplo, ndao

Figura 8. Trecho da discussao no Grupo 3

\

Ainda relativo a “quantificacdo”, revelam conhecer que uma medida ¢ dada
por um valor expresso por uma quantidade continua — embora ndo referindo
explicitamente essa continuidade (ME.L.1: 304 — 310) —, em particular quando a
medigdo € associada a grandeza comprimento. Essa interpretacdo pode ser dada
em virtute da afirmacdo que P4 faz de que “quantificar esta dentro de medida”,
levando-nos a reconhecer que ha um conhecimento mobilizado de que a
quantificag@o pode se referir a quantidade continuas ou discretas, mas que, no
caso da contagem, a quantidade a que nos referimos ¢ sempre do tipo discreta,
0 que nao ocorre com a natureza da magnitude de uma medida (KoTpp3**
— conhecer que a magnitude de qualquer grandeza, ou unidade desta, ¢ expressa
necessariamente por uma quantidade continua).

ME.I1

304. (F pega um conjunto de cubinhos do material dourado e coloca-os sobre a mesa)
305. F: Trés, seis, nove, doze, quinze, dezoito, vinte e um, vinte e dois. Vinte e dois
306. cubinhos. Medi?

307. P4: Medir a quantidade? Nao existe medir a quantidade, existe?

308. P3: Isso é contar ou quantificar. Contar e/ou quantificar, é a mesma coisa.
310. P4: Mas a quantificagdo esta dentro de medida!

Figura 9. Trecho transcrito da discussdo no Grupo 1
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Ainda que os professores reconhegam que o valor de uma medida pode ser
expresso em termos de um numero nao inteiro (Smith et al., 2011) (KoTpp3**),
particularmente quando lidam com medi¢des em que a unidade de medida € nao
padronizada (e.g., arestas de um paralelepipedo), nem todos (ME.PL.I:1111 — 1114)
consideram a possibilidade de que os valores numéricos das medidas possam
ser expressos por multiplos e submultiplos dessa unidade de medida (Ko7ppl
— conhecer que os multiplos ou submultiplos de uma unidade de medida
— padronizada ou nao — sdo estabelecidos por meio de relagdes de equivaléncias
entre magnitudes da grandeza a qual a unidade esta associada).

ME.PL.1

1107. P4: Eu fiz também, e deu quatro ponto nove. Entdo, deu quatro placas e nove...
1108. A7, como eu sei que uma placa tem dez barrinhas, eu converti minha unidade de
1109. medida em barrinhas. Entdo, eu coloquei que tinham 49 barrinhas. E ai, tudo eu
1110. medi com barrinhas. Vocé entendeu?

1111. F: Eu acho que sim! Ao invés de vocé pensar em placas como unidade,

1112. vocé pensou em barrinhas.

1113. P4: Isso. em barrinhas. Porque eu ndo posso falar “quatro placas e nove,
1114. barrinhas”, entdo, eu converti tudo em barrinhas.

Figura 10. Trecho da discussao plenaria

Consideram, inapropriadamente, que os submultiplos de uma unidade
correspondem a outra unidade distinta, algo que se relaciona com conhecer que
toda unidade de medida possui multiplos e submultiplos (Berka, 1983) (KoTpp2*—
conhecer que toda unidade de medida, padronizada ou ndo padronizada, possui
multiplos e submultiplos).

Revelam também um conhecimento das relagdes entre multiplos e
submultiplos, ao efetuarem uma transposi¢ao direta entre a estrutura do Sistema
de Numeragdo Decimal (valor posicional) e as relagdes de equivaléncia entre
multiplos e submultiplos de unidades padronizadas que possuem base 10 (M.E.1.3:
225-228), como € o caso de comprimento, capacidade e massa. No entanto,
pautam-se em memorizacao de regras que nem sempre estabelecem congruéncias
verdadeiras (KoTpp5* — conhecer as relagoes de equivaléncia estabelecidas entre
multiplos e submultiplos de uma unidade de medida padronizada com estrutura
decimal — base 10).

ME.L3

225. P7: Quando vocé ensina decimais, a partir do momento que vocé trabalha
226. com medidas, vocé vai usar os mesmos numeros. Nao vai mudar nada!

227. O que é que vai mudar? E a nomenclatura. E a grandeza, s6. O que era décimo,
228. passa a ser decimetro, decilitro, decigrama. O outro, centimetro, centésimo.

Figura 11. Trecho da discussao no Grupo 3
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Quando as discussodes se centram nas grandezas volume e capacidade
(ME.I.2: 1468-1473), os professores revelam entender capacidade de um
recipiente como a medida de “algo que cabe dentro” dele (Panorkou, 2021) (KoTd?2
— conhecer que a defini¢do de capacidade pode ser dada como o espaco interno de
um objeto tridimensional que pode ser preenchido).

ME.L2

1468. P10: Ndo, o que tem volume é algo macigo, um solido.
1469. P9: Solido.

1470. P10: Quando é sdlido, ele tem volume.

1471. P9: Quando ele é oco...

1472. P1O: Quando ele é oco, ele tem capacidade.

1473. P9: Entdo, o recipiente tem capacidade.

Figura 12. Trecho da discussdo no Grupo 2

Corroborando a dificuldade para distinguir as grandezas volume e capacidade
(Ho & McMaster, 2019), alguns professores consideram que somente os objetos
solidos (macigos) possuem volume, e objetos ocos possuem apenas capacidade
(KoTd4 — conhecer que a defini¢do de volume pode ser dada como a porgao do
espaco ocupado por um objeto tridimensional).

ME.L]

1231. P4: A capacidade esta relacionada com o que vocé usa para preencher,
1234. nao é? Serd que é essa a diferenca entre capacidade e volume?

1235. P3: Para mim ainda é a mesma coisa.

1236. P4: Porque, por exemplo, esse copo. Ele tem 150 ml. Entdo, o volume dele
1237. é de 150 ml. Agora, quantos copinhos de café eu vou precisar para

1238. encher aqui? Ou de farinha? Ai eu acho que é a relagdo...

1239. P11: Depende do que eu estou usando.

1240. P3: E, por exemplo. tem capacidade para trés copinhos de dgua, dois de
1241. feijao

Figura 13. Trecho da discussao no Grupo 1

Entendem a grandeza area como o resultado do “preenchimento” de uma
regido (MEIL.1: 657-659), definida uma unidade de medida, mas também como
o resultado do produto de magnitudes unidimensionais, o que se associa com
a coordenacdo entre duas dimensdes (Panorkou, 2020), mas nao entre duas
unidades de medida (KoTd3 — conhecer que a area pode ser definida como a
superficie delimitada pela fronteira).
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ME.I1

657. P3: Ai ja entra a questdo de darea e perimetro, ndo é? Se eu quero saber darea,
658. eu vou completar (passa a caneta sobre a area da superficie da folha). Se é 50 o
659. perimetro, eu fa¢o so ao redor (contorna a borda da folha com a caneta).

Figura 14. Trecho da discussao no Grupo 1

Os professores nao fazem distingdo entre medir a area e calcular o valor da
areade umaregiao (KoTmp3*—conhecer que efetuar uma medigao nao corresponde
a calcular uma medida, mas sim estabelecer uma relagdo entre duas magnitudes
de uma mesma grandeza) por meio de formulas matematicas, especificamente
no caso do retangulo (ME.L.3: 899-902) (KoTmp8 — conhecer o procedimento
associado ao uso da féormula para determinar o valor da grandeza area no caso
do retangulo: efetuar o produto das magnitudes dadas em dimensdes ortogonais).

ME.I3

899. P16: Mas, a drea é comprimento vezes altura, ndo é?
900. P7: 4 drea é comprimento vezes altura, isso.

901. P5: Comprimento vezes largura

902. P16: Ah, vezes largura...

Figura 15. Trecho da discussao no Grupo 3

Em contrapartida, particularmente no caso das figuras poligonais, os
professores reconhecem que o perimetro nao pode ser definido a partir do modo
como ¢ calculado (ME.I.3:959-967) (KoTd6—conhecer que adefini¢ao de perimetro
—em 2D — ¢é o comprimento da linha que define a fronteira de uma figura plana).

ME.L3

959. P5: P16, essa palavra, perimetro, significa contorno e o metro é a medida.
960. Entdo, quando vocé fala de perimetro, vocé esta medindo o contorno da figura
961. O pessoal usa: “o perimetro é a soma dos lados”. Porque sempre pegam

962. figurinhas, poligonos, que sdo essas figurinhas assim, regulares,

963. mas vocé ndo pode definir como sendo soma dos lados. Por qué? Porque vocé
964. tem figuras assim (representa uma figura geométrica néo poligonal). Como eu
965. vou medir o perimetro disso? Entdo, vocé pega um barbante, coloca sobre
966. essa linha, estica e mede com uma trena, isso é perimetro, a medida do

967. contorno.

Figura 16. Trecho transcrito da discussao no Grupo 3

Outros dois construtos que os professores ndo distinguem (ME.I.1: 436-441)
sao unidade de medida e instrumento de medigao (KoTf1* — conhecer a distingao
entre unidade de medida e instrumento de medicao).
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ME.L1

436. P4: Mas 5o que, olha: “como efetuamos uma medida?”. Com um instrumento.
437. E ai, com o que podemos medir? Ndo é a mesma coisa? Com um instrumento...
438. Ai eu coloquei até um asterisco porque eu acho que é a mesma coisa!

439. P11: Eu coloquei que efetuamos utilizando uma unidade de referéncia

440. Ai eu coloquei: fita métrica, régua, mdos, pés... eu especifiquei aqui

441. o instrumento. Padrdo ou ndo.

Figura 17. Trecho da discussdo no Grupo 1

Ao passarem pelas estacdes para resolver a tarefa para os alunos, onde
deveriam medir a capacidade e a massa de alguns objetos utilizando diferentes
instrumentos de medigao (copo pléstico e balanga de cabide) e unidades de medida
nao padronizadas (capacidade do copo e massa de uma barra do material dourado), ndo
diferenciaram instrumento de unidade de medida (Ko7d5 — conhecer a definigado de
unidade de medida: uma magnitude de uma grandeza com a qual se pode medir
outra magnitude desta mesma grandeza).

Com o que voceé Qual foi a

mediu? unidade de
medida utilizada

para fazer

a medigdo?

Ua?.,w“’* ‘\m[wmﬁt’

> .

Copinho de café 1 copinho ou (50
(50 ml) com agua  ml ou mililitros)

Figura 18. Registro de um professor do Grupo 3

Mesmo assim, ao referirem o seu trabalho habitual com os alunos
(Figura 19), particularmente no caso da grandeza comprimento, os professores
revelam conhecimento do papel das unidades de medida ndo padronizadas no
entendimento das grandezas padronizadas (Passalaigue & Munier, 2015) (KoTf4
— conhecer que as unidades de medida nao padronizadas fundamentam as nogdes
de grandezas e de suas respectivas unidades de medida padronizadas).
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O inicio do trabalho se d4 através de instrumentos ndo convencionais para medir
(palmo, passos, barbantes). Apds, em diferentes contextos e maneiras, inicia-se
o0 uso das grandezas convencionais.

Figura 19. Producao de um professor do Grupo 2

Identificam que um instrumento ndo padronizado (ME.I.1: 682-688) pode
fornecer mais de uma unidade de medida (KoTpp4 — conhecer que um instrumento
padronizado, ou ndo, para medi¢do de comprimento pode ser empregue associado a
distintas unidades de medida e a distintas grandezas) e revelam conhecer que
instrumentos ndo padronizados (ME.I.1: 689-691) podem ser utilizados de
forma nao padronizada (Ribeiro et al., 2018) para medir distintas grandezas
(KoTmp7 — conhecer que uma medi¢ao pode ser efetuada utilizando unidades nao
padronizadas de forma ndo padronizada: e. g., largura da caneta para medir
comprimento; menor face de um prisma para medir a area de uma regido).

ME.L1

682. P12: Talvez vocé queira medir a area do objeto (com o indicador, contorna
683. o perimetro da folha sulfite).

684. P3: Ah, e possa medir so pela largura da caneta (simula a iteragdo da caneta
685. na superficie da folha).

686. P12: E, ou vocé mede assim (considera o comprimento da caneta como unidade de
687. medida para medir o perimetro da folha), gue seria o comprimento, ou vocé mede
688. assim (itera largura como unidade para medir a area da folha), que seria a darea
689. P3: Mas ndo so6 a area, ndo é? Eu poderia medir esse espago (passa o indicador
690. no comprimento da folha) com a caneta assim (utiliza a largura da caneta como
691. unidade para medir o comprimento da folha).

Figura 20. Trecho da discussdo no Grupo 1

No entanto, parece haver um “salto” entre o que os professores consideram
como possibilidade de trabalho introdutério para a grandeza comprimento € o que
se propde para trabalhar com outras grandezas (Stephan & Clements, 2003). Em
particular, para as grandezas capacidade e massa, revelam dificuldades (ME.L.4:
957-969) em conceber que uma medi¢do pode ser efetuada com uma unidade de
medida nao padronizada, e resistem a aceitar o valor da medida correspondente
obtido em termos dessa unidade (Bragg & Outhred, 2004) (KoTf4).
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ME.14

957. P14: Como eu queria medir a massa da placa, a balanga de cabide,
958. para mim, ndo senviria de nada, entdo ndo usei ela. Eu usei so a
959. balanga digital. ‘Meca massa da placa’. No cabide?

960. P6: E, vocé teria que estimar...

961. P13: Ora, na balanga vocé ndo tem a (gesticula com as maos como
962. se indicasse os dois pratos da balanga)... o quilo?

963. P6: Ah, ¢! Vocé iria colocando até igualar!

964. P14: Mas ai vocé ia ter que fazer comparagdo. Qual é

965. a massa da placa? A massa da placa é igual a massa de 12

966. barrinhas?

967. P13: E, 12 barrinhas separadas.

968. P14: Dai eu pensei assim, se eu quero a massa da placa, ja vou usar

969. um instrumento que me da a massa, que é a balanga!

Figura 21. Trecho da discussao no Grupo 4

Essas dificuldades estdo associadas a uma lacuna entre as discussdes
desenvolvidas no ambito da grandeza comprimento e o que (ndo) se faz para
a conceitualizacdo das outras grandezas (Passalaigue & Munier, 2015), mas,
fundamentalmente, vinculam-se ao contetdo do conhecimento dos professores
acerca de: o que é uma medida (Ko7d!); o que ¢ uma unidade de medida
(KoTd5); os constructos que fundamentam a atividade de medir (KoTf2*%*); o
entendimento de que o que se mede sdo as grandezas (Ko7f3). De fato, assumem
inapropriadamente (ME.L.1: 33 e 97-98) que grandeza ¢ uma “caracteristica” de
um objeto fisico (Berka, 1983), e ndo uma propriedade mensuravel desse objeto
ou de um fenomeno fisico (KoTf3* — conhecer que o que se mede sdo grandezas
que correspondem a propriedades mensuraveis dos objetos ou fendomenos).

ME.I1

33. P12: Medir é dar, mensurar valor a uma caracteristica do objeto...
()

97. P4: acho que sdo essas trés as caracteristicas, nao?

98. Tamanho, volume ou massa. Tem alguma outra?

Figura 22. Trecho da discussao no Grupo 1

O termo “tamanho” ¢ utilizado de forma genérica pelos professores,
principalmente associado ao comprimento — uso matematicamente inadequado —,
o que revela seu conhecimento da nomenclatura da grandeza (KoTrpl* — conhecer
a nomenclatura adequada para se referir a cada uma das grandezas). Ao mesmo
tempo, revelam conhecimento da necessidade de uma nomenclatura matematica
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adequada (ME.L.1: 1659-1670), associada as unidades de medida (KoTrp2
— conhecer a nomenclatura e simbologia adequadas para se referir as unidades de
medida: unidades padronizadas e ndo padronizadas).

ME.I1

1659. P3: Qual foi a unidade de medida? Na estacdo 1 é barra de madeira. Depois
1660. eu acrescentei largura do paralelepipedo, para ficar mais académico.

1661. P11: Eu acho que é a nomenclatura, também. Porque todo mundo usou o
1662. paralelepipedo.

1663. P4: Eu acho que é a referéncia. Porque, eu, por exemplo, usei como referéncia a
1664. altura, largura e o comprimento.

1665. P12: E porque eu acho que tem diferen¢a usar a largura dela, eu posso ter usado
1666. outro lado do paralelepipedo.

1667. P4: Como largura, ndo é?

1668. P3: Eu coloquei sé barra de madeira. Mas, se eu falasse para vocé: me¢a com a
1669. barrade madeira, ndoia dar o mesmo. Vocé poderia medir de outro jeito. Entdo,
1670. esta errado o jeito que eu fiz.

Figura 23. Trecho da discussdo no Grupo 1

Todos os professores reconhecem a importancia do construto “unidade
de medida” (Bragg & Outhred, 2004) e sabem que, sem ela, ndo se efetua uma
medi¢do (KoTf5 — conhecer que a unidade de medida € um elemento fundamental
no processo de medicao).

ME.I3

54. P7: Eu posso medir qualquer coisa, desde que eu possua um referencial,
55. que no caso seria...

56. P1: A unidade de medida.

Figura 24. Trecho da discuss@o no Grupo 3

Somente dois dos quatro grupos (ME.L.2: 60-62) abordaram explicitamente
um dos elementos do conhecimento dos fundamentos da Medida (KoTf6
— conhecer que a unidade de medida e o todo a ser medido devem ser de mesma
natureza, ou seja, sdo expressos por magnitudes de uma mesma grandeza).

ME.L2

60. P17: E, por exemplo, se eu vou medir o comprimento, eu vou pegar algo que...
61. P10O: Que tenha comprimento...

62. P9: E, porque depende do que vocé vai medir.

Figura 25. Trecho da discussdo no Grupo 2
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Esse fato associa-se a duas dimensdes: por um lado, por ndo deterem um
conhecimento associado a definicdo de medida (KoTd!), ndo consideram que
aunidade de medida e o todo a ser medido tenham de ser magnitudes de mesma
natureza. Por outro lado, a “comparagdo” entre uma unidade de “referéncia” e algo
relacionado a essa referéncia ¢ o construto que sustenta o contetido desse
conhecimento; portanto, tal comparacao s6 € possivel entre magnitudes de mesma
natureza, mas nao distinguir unidade de instrumento de medicdo (KoTf1%*)
pode sustentar o ndo reconhecimento da necessidade de que as magnitudes da
unidade e todo a ser medido sejam da mesma natureza.

Os professores revelam um conhecimento associado as unidades de medida
padronizadas e ndo padronizadas mais comuns (KoTf7 — conhecer as unidades de
medida padronizadas para cada grandeza).

ME.14

99. P13: O padrao esta relacionado com, por exemplo, o metro, o centimetro.
100. Entendeu? E o ndo padrdo é, por exemplo, eu pegar esse livro e fazer...

101. P6: Por meio dele.

102. P13: Isso, o livro, o palmo.

103. P14: Qual é o padrdo para medida de comprimento? O metro. E esse padrdo

104. para medida de comprimento foi combinado, como a P15 falou, em convengdo.

Figura 26. Trecho da discussdo no Grupo 4

Ao resolverem a tarefa dos alunos, revelam conhecer procedimentos de
medicao fazendo uso dos principios essenciais da atividade de medir (Clements &
Stephan, 2004). No entanto, solicitados a medir o comprimento de um elemento
maleavel — barbante — utilizando como instrumento de medida um elemento solido
—paralelepipedo —, os professores revelam dificuldades em aplicar esses principios.

ME.14

680. (P14 apoia o paralelepipedo sobre a maior face. Usa a maior aresta como unidade
681. de medida e estica o fio sobre essa face, coincidindo uma das extremidades com
682. um dos vértices do paralelepipedo).

683. P14: Ai parou aqui, ai vocé marca ele aqui.

684. (P14 dobra o fio sobrepondo a parte que ainda falta para ser medida

685. sobre a parte que ja foi medida)

686. Vocé pode voltar ele aqui.

687. P6: Eu também fiz isso!

Figura 27. Trecho da discussao no Grupo 4
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No procedimento descrito (ME.1.4: 680-686), P14 nao considera que, ao
dobrar o fio, uma por¢ao do todo a ser medido — o comprimento do barbante — foi
perdida, deixando lacunas entre as unidades de medida na iteracdo (Clements
& Stephan, 2004). Apesar de a maioria efetuar o procedimento de iteracdo de
forma adequada (descrito na Figura 28), ndo ha mencao explicita ao que sustenta
tal procedimento (KoTmpl** — conhecer os procedimentos de iteracdo para se
efetuar uma medicdo de qualquer grandeza: a unidade de medida deve ser iterada
até completar o todo a ser medido, sem que se deixem lacunas ou se sobreponham
unidades ao longo da iterag@o). Assim, pode ser algo que forma parte do script de
medigdo, endo é, portanto, entendido como central nesse processo, que fundamenta
a existéncia de um algoritmo a ele associado (KoTf8** — conhecer que a iteragdo
¢ um processo associado a um conjunto de comandos que sao repetidos de forma
idéntica até que se obtenha determinado resultado).

v SrarfooL, o=
L auwrna, Das porita
e wrums o Jronna, Tean - Estiquei o barbante, coloquei uma das pontas no
rers porilte oo Tﬂfvjf, inicio da barra, marquei um ponto no papel, com
< )Lnffu, - -c&rx'-nu T lapis e coloquei o inicio da barra na marcagao.
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(:pl’aor.u»-.o. e armiia
Ao 4elhan w| s

Qéper- ""'M‘ P"ml’ CL:: Coloquei a placa no inicio da folha marquei com

o lapis o final da placa e continuei até o final

A ’F op .
E 2;; ' 7l W a da largura da folha. Repeti o procedimento para

E medir a altura.

Figura 28. Registro de um professor do Grupo 1

Para medir uma distancia (ME.I.3: 175-178), consideram a relagdo entre
a magnitude da unidade de medida e a quantidade de vezes que tera de ser iterada
paramedir o todo (KoZimp4—conhecera caracteristicado resultado de umamedigao:
o valor numérico (v) obtido na medig@o ¢ inversamente proporcional a magnitude
da unidade de medida (u), quando se considera constante a magnitude da mesma
natureza do todo (d) a ser medido (v = d/u)).

ME.I3

175. P5: Entdo, eu vou verificar quantos palmos eu tenho aqui nesta folha.

176. P7: O que vai ser diferente de cada um de nos. Depois nds vamos comparar.
177. P5: E, eu vou comparar...

178. P7: A sua medida ficou menor porque o seu palmo é maior.

Figura 29. Trecho de discussdo no Grupo 3
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Apesar de os professores associarem instrumento de medida com unidade
de medida (ME.IL.1: 412-413), destacam a necessidade (condigdo necessaria)
de que essa seja tinica no processo de medigao. Porém, ndo fica claro se conhecem
que na iteragdo sempre se deve utilizar a mesma unidade de medida (Norton &
Boyce, 2015), ainda que ela seja formada pela composi¢do de outras unidades
(KoTmp5**: conhecer que ¢ condigdo necessaria para se efetuar uma medicao que
a unidade de medida seja Uinica, ainda que essa unidade seja resultante de uma
composicdo de unidades — unitizing).

ME.L1

411. P4: (...) E, a partir do momento

412. que eu defino o meu instrumento, eu devo utilizda-lo durante todo o meu

413. processo de medida. Que ai foi o que ela falou uma vez, lembra? Ah, quanto

414. tem essa folha?

415. (P4 coloca uma caneta, uma borracha e um lapis alinhados sobre o maior

416. comprimento de uma folha sulfite)

417. Tem uma caneta, ima borracha e um lapis. Ndo. Se eu comecei com uma caneta,

418. eu tenho que terminar com a caneta.

Figura 30. Registro de um professor do Grupo 1

No intuito de sintetizar os resultados obtidos neste estudo e de avangar
na teorizagdo desse conhecimento — por via dos descritores —, apresentamos uma
caracterizagdo obtida do conhecimento especializado do professor relativamente
a topicos de Medida — KoT.

TABELA IV
Categorias e descritores relacionados ao subdominio Knowledge of Topics de Medida

Categorias Descritores

KoTd] — conhecer a defini¢ao de medida: relagdo numérica entre magnitudes
de uma mesma grandeza, obtida por comparagao seguida de quantificagdo de
uma dessas magnitudes (todo a ser medido) em func¢do da outra (unidade
de medida).

KoTd2 — conhecer que a defini¢do de capacidade pode ser dada como o
espaco interno de um objeto tridimensional que pode ser preenchido.

KoTd3 — conhecer que a area pode ser definida como a superficie delimitada
pela fronteira.

KoTd4 — conhecer que a definig¢do de volume pode ser dada como a por¢ao do
espago ocupado por um objeto tridimensional.

Definitions (KoTd)

KoTd5 — conhecer a defini¢do de unidade de medida: uma magnitude de
uma grandeza com a qual se pode medir outra magnitude desta mesma
grandeza.

KoTd6 — conhecer que a defini¢ao de perimetro (em 2D) é o comprimento da
linha que define a fronteira de uma figura plana.
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Properties (KoTpp)

KoTppl — conhecer que os multiplos ou submultiplos de uma unidade de
medida — padronizada ou ndo — sdo estabelecidos por meio de relagdes
de equivaléncias entre magnitudes da grandeza a qual a unidade esta
associada.

KoTpp2* — conhecer que toda unidade de medida (padronizada ou néo
padronizada) possui multiplos e submultiplos.

KoTpp3** — conhecer que a magnitude de qualquer grandeza, ou unidade
desta, ¢ expressa necessariamente por uma quantidade continua.

KoTpp4 — conhecer que um instrumento padronizado, ou ndo, para medigio
de comprimento pode ser empregue associado a distintas unidades de medida
e a distintas grandezas.

KoTpp5* — conhecer as relagdes de equivaléncia estabelecidas entre
multiplos e submultiplos de uma unidade de medida padronizada com
estrutura decimal (base 10).

Foundation (KoTf)

KoTf1* — conhecer a distingao entre unidade de medida e instrumento de
medigao.

KoTf2** — conhecer que os constructos “comparar”, “iterar”, “acumular” e
“quantificar” sdo fundamentos da atividade de medir qualquer grandeza com
unidades padronizadas ou ndo padronizadas dessa grandeza.

KoTf3*— conhecer que o que se mede sdo as grandezas que correspondem a
propriedades mensuraveis dos objetos ou fendmenos.

KoTf4—conhecer que as unidades de medida ndo padronizadas fundamentam
a constitui¢do de nogdes de grandezas e de suas respectivas unidades de
medida padronizadas.

KoTf5 — conhecer que a unidade de medida ¢ um elemento fundamental no
processo de medigao.

KoTf6 — conhecer que a unidade de medida e o todo a ser medido devem ser
de mesma natureza, ou seja, s3o expressos por magnitudes de uma mesma
grandeza.

KoTf7 — conhecer as unidades de medida padronizadas para cada tipo de
grandeza.

KoTf8** — conhecer que a iteragdo ¢ um processo associado a um conjunto
de comandos que sdo repetidos de forma idéntica até que se obtenha
determinado resultado.

Phenomenology
and applications

(KoTph)

KoTphl — conhecer que medir é comparar magnitudes de uma mesma
grandeza, em termos da quantificagdo de uma em fungdo da outra.

KoTph2* — conhecer os distintos contextos de aplicacdo da atividade de
medir: medir comprimento, area, capacidade, massa, etc.
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KoTmpl* — conhecer os procedimentos de iteracdo para se efetuar uma
medicao de qualquer grandeza: a unidade de medida deve ser iterada até
completar o todo a ser medido, sem que se deixem lacunas ou se sobreponham
unidades ao longo da iteragao.

KoTmp2 — conhecer a caracteristica do resultado de uma medi¢do: uma
medida ¢ expressa por um valor numérico associado a uma marca,
correspondente a unidade de medida (padronizada ou néo) utilizada.

KoTmp3 — conhecer que efetuar uma medigdo ndo corresponde a calcular
uma medida, mas sim estabelecer uma relagao entre duas magnitudes de uma
mesma grandeza.

KoTmp4 — conhecer a caracteristica do resultado de uma medicao: o valor
numérico (v) obtido na medi¢do ¢ inversamente proporcional a magnitude
da unidade de medida (u), quando se considera constante o todo (d) a ser
medido (v = d/u).

KoTmp5**— conhecer que ¢ condigdo necessaria para se efetuar uma medigao
que a unidade de medida seja tnica, ainda que essa unidade possa ser
resultante de uma composi¢ao de unidades (unitizing).

Procedures (KoTmp)

KoTmp6 — conhecer que a comparagdo ¢ uma condi¢ao necessaria, mas nao
suficiente para medir.

KoTmp7 — conhecer que uma medi¢ao pode ser efetuada utilizando unidades
ndo padronizadas de forma ndo padronizada: e.g., largura da caneta para
medir comprimento ou area de uma figura retangular; menor face de um
prisma para medir area de uma regiao.

KoTmp8 — conhecer o procedimento associado ao uso da formula para
determinar o valor da grandeza area no caso do retangulo: efetuar o produto
das magnitudes dadas em dimensdes ortogonais.

KoTrpl* — conhecer a nomenclatura adequada para se referir a cada uma das
grandezas.

(KoTrp)

KoTrp2 — conhecer a nomenclatura e a simbologia adequadas para se referir
as unidades de medida: unidades padronizadas e nao padronizadas.

Registers of
representations

Fica evidente a prevaléncia de alguns descritores em detrimento de
outros. Essas diferencas podem estar associadas, por um lado, ao fato de que a
TpF (Ribeiro et al., 2021) n2o perseguia objetivos especificos associados
a categoria Registers of representation. Por outro lado, os resultados da categoria
Phenomenology and Applications sao coerentes com estudos anteriores que
identificaram seu conteiido como o mais ausente (Gémez & Canadas, 2016;
Zakaryan & Ribeiro, 2018).
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6. COMENTARIOS FINAIS

Descrever, entender e caracterizar o conteudo do conhecimento especializado de
um grupo de professores de diferentes etapas educativas no ambito da Medida
contribui para clarificar certas particularidades e especificidades do conhecimento
do professor que ensina ou ensinara os topicos de Medida, independentemente da
etapa educativa em que atua, uma vez que, particularmente no caso do subdominio
KoT (em foco neste trabalho), tal caracterizag@o contribui para tornarem evidentes
certos elementos estruturais e estruturantes do contetido do conhecimento
do professor. Nesse sentido, sdo precisamente esses elementos estruturais e
estruturantes que compdem o contetido do conhecimento docente emrelagdo acada
topico matematico que nos permitem considerar que, independentemente da etapa
educativa em que este profissional atue, podera mobilizar esses conhecimentos,
quando inserido em uma pratica letiva qualquer.

Notemos, além disso, que essa ndo associacdo entre essas especificidades e
a etapa em que o professor atua contribui para que possamos encarar a matematica
elementar de um ponto de vista avangado (Klein, 1932) e vice-versa, mas também
para que possamos mapear esse conhecimento especializado, numa perspectiva
de descompacta-lo (Ma, 1999) e torna-lo mais acessivel a outros.

Naturalmente, a busca por esse mapeamento nao pretende prescrever todo o
conhecimento do professor, mas almeja fornecer elementos para que o professor
se paute em “ideias centrais que determinam como o conhecimento ¢ gerado e
organizado dentro da disciplina” (Schmidt et al., 2002, p. 9).

Quando nos propomos a um detalhamento do contetido do conhecimento
do professor, importa evidenciar as caracteristicas e os elementos que constituem
as especificidades desse conhecimento. Nesse sentido, pautados por resultados
anteriores (Policastro & Ribeiro, 2021), passamos a considerar que o conteudo do
conhecimento do professor associado a categoria Definitions, properties and
foundations (Carrillo et al., 2018), relativamente a qualquer topico, mas aqui,
em particular, nos topicos de Medida, deveria ser encarado em termos de suas
especificidades, de forma separada, em categorias distintas. De fato, os resultados
obtidos permitem identificar, em especifico nas categorias Properties e Foundations,
componentes do conhecimento do professor que necessitam ser desenvolvidas.

Assim, ¢é essencial que o desenho de programas de formacao considere
explicitamente estes e outros resultados, com objetivo de contribuir para
desenvolver o contetido do conhecimento do professor que lhe permita, por
exemplo, conectar conceitos, propriedades e fundamentos, e, na sua pratica letiva
— atual ou futura —, evidenciar essas conexdes dentro de um mesmo topico e entre
topicos distintos, dando forma a estrutura da disciplina (Gamboa et al., 2020).
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Para isso, € necessario um foco especifico da formacao, associado a tarefas
desenhadas intencionalmente (Ribeiro, 2021; Ribeiro, Gibim & Alves, 2021) com
a finalidade de desenvolver uma consciéncia das estruturas da matematica (Mason
et al., 2009), do entendimento das conexdes matematicas e do conhecimento de
como organizar, numa distribui¢do curricular, os topicos, de modo a evidenciar
essas conexdes (Vale et al., 2010).

Os resultados aqui obtidos — associados aos descritores de conhecimento
— contribuem, portanto, para um mais amplo entendimento do conteudo do
conhecimento do professor — aqui no ambito do KoT, relativamente aos topicos de
Medida — e das categorias que o formam, possibilitando um olhar mais detalhado
para essa componente da estrutura do conhecimento especializado. Entretanto, para
que possamos continuar refletindo sobre essas componentes, algumas questoes
se abrem, contribuindo para guiar uma agenda de pesquisa que busque, de forma
imbricada, uma relagdo com a formagao de professores: (i) que relagdes ocorrem
entre os descritores do conhecimento dos topicos (KoT) de Medida e outros topicos,
como em Numeros e Operagdes?; ii) qual o papel dessas relagdes na composi¢cao
estrutural do conhecimento do professor relativamente a esses topicos?; iii) quais
os impactos na pratica letiva do professor no caso de as formagdes (iniciais e
continuas) objetivarem o desenvolvimento do conhecimento do professor
associado a essas estruturas matematicas?; v) de que forma as especificidades
do conhecimento do professor se vdo desenvolvendo ao longo do tempo, pela
participacdo em contextos formativos que tém essa intencionalidade?
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La Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdatica Educativa (Relime)
es una revista cientifica indizada que busca diseminar nuevo conocimiento
y resultados de investigacion en Matematica Educativa, es decir, relativos a
los procesos de ensefianza y de aprendizaje particulares del conocimiento
matemdatico, en escenarios y contextos diversos. Publica cuatrimestralmente
articulos inéditos y arbitrados, con resultados originales de investigacion
cientifica en espafiol, portugués, inglés y francés. Esta dirigida a investigadores,
docentes de Matematicas y Ciencias, estudiantes de licenciatura y posgrado y
tomadores de decisiones relacionados con el campo disciplinar.

La Relime es la publicacion oficial de investigacion del Comité
Latinoamericano de Matematica Educativa A. C. (Clame), asociacion cientifica
y académica sin fines de lucro. Actualmente, la Relime se edita y piblica desde
la Ciudad de México, México.

Los objetivos de la Relime son:

—  Ser un foro abierto a las diversas escuelas del pensamiento (paradigmas,
teorias, metodologias, métodos, enfoques) en nuestra disciplina, la
Matematica Educativa; sin definir perspectivas tnicas y con un profundo
respeto a las tradiciones educativas y los contextos de los diversos
sistemas educativos de nuestra region.

— Dar a conocer resultados de investigacion original en Matematica
Educativa que se realizan en América Latina y el Caribe, y en el resto
del mundo.

— Fomentar una cultura de divulgacion e investigacion entre los distintos
grupos de investigacion en nuestra region.

— Propiciar el debate y la reflexion profunda sobre problemas de
investigacion que fortalezca la disciplina en nuestra area geografica.

— Fortalecer la calidad de la investigacion en Matematica Educativa y la
vinculacion entre comunidades nacionales e internacionales.

Las contribuciones enviadas a la Relime deben ser manuscritos originales
(nuevo conocimiento) e inéditos (no haber sido publicados en ningtn otro medio,
ni estar en proceso de evaluacion en otra revista), pertinentes y relevantes para la
Matematica Educativa.

En cada nimero, la Relime publica una editorial y cuatro articulos con una
politica de acceso abierto via diamante. Los articulos pueden ser:

— Articulos de investigacion empirica: son aquellos cuyos resultados
provienen de estudios clinicos o in situ.
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— Articulos de investigacion documental: son aquellos cuyos resultados
provienen de estudios sobre el curriculum, libros de texto, historia de la
educacion, entre otros.

—  Ensayos teoricos y filosoficos: Texto producto del estudio y la reflexion
académica de un topico de interés para la comunidad cientifica en
Matematica Educativa.

—  Revisiones bibliogrdficas: Estados del arte, delimitados, sobre topicos
especializados en nuestro campo disciplinar. La revision debe contribuir
en el entendimiento profundo del topico y proporcionar un anélisis
académico y critico sobre las aportaciones de la investigacion, asi como
trazar una prospectiva original para su estudio.

Se reciben manuscritos dentro de los periodos: I de enero al 30 de junio, y
1 de septiembre al 31 de octubre. Estos deben presentarse en version electronica,
via correo electronico a editorial@relime.org; deben ser de una extension maxima
de 9,000 palabras en su primer envio, sin excepciones, incluyendo cuadros,
graficas, referencias y anexos; tener una redaccion clara, buena ortografia y una
estructura coherente al tipo de articulo enviado.

Para mas informacién sobre el formato de las contribuciones y las
normas editoriales de la Relime, favor de visitar la pagina oficial de la revista
https://relime.org
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